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Einleitung und
Zusammenfassung

Der schwache kosmologische Gravitationslinseneffekt, den man auch als kosmi-
sche Scherung bezeichnet, wird durch Masseninhomogenititen verursacht, die
sich zwischen dem Beobachter und Hintergrundgalaxien befinden. Seine Wir-
kung besteht in einer kleinen Verzerrung der Bilder der Hintergrundgalaxien
und einer kohdrenten tangentialen Ausrichtung der verzerrten Galaxienbilder
bzgl. des Massenzentrums der Gravitationslinse. Da die intrinsische Form
der Quellen nicht bekannt ist, mifit man die Elliptizitéit einer grofien Anzahl
von Hintergrundgalaxien. Nimmt man an, daf§ die intrinsischen Elliptizititen
der Quellen zufiillig orientiert sind, dann manifestiert sich der schwache
Gravitationslinseneffekt als Netto-Elliptizitit der Bilder einer Population von
Hintergrundgalaxien.

Die kosmische Scherung spiegelt die statistischen Eigenschaften des Dich-
tekontrasts wider (siehe Gunn 1967 und Blandford & Jaroszynski 1981).
Quantitativ ist dieser Zusammenhang, der durch die Zweipunktkorrelati-
onsfunktion der Elliptizititen der Bilder von Hintergrundgalaxien oder die
Dispersion der Elliptizitdt innerhalb einer (kreisférmigen) Apertur gegeben
ist, fiir das lineare und nichtlineare Powerspektrum des Dichtekontrasts von
verschiedenen Autoren untersucht worden (siche den Uberblicksartikel Mellier
1998 und dort angegebene Referenzen).

Wir werden in dieser Arbeit die Aperturmasse (M,p) zur Quantifizie-
rung der kosmischen Scherung benutzen (siehe Kaiser et al. 1994, Kaiser 1995,
Schneider 1996 und Schneider et al. 1998). Sie ist als rdumlich gefilterter
projizierter Massendichtekontrast definiert. Die Aperturmasse kann direkt aus
den meflbaren tangentialen Elliptizitdten der Bilder von Hintergrundgalaxien
bestimmt werden. Aus diesem Grund reflektieren die statistischen Eigenschaf-
ten der Aperturmasse die des Dichtekontrasts.

Ein Grofiteil der vorliegenden Dissertation ist der Untersuchung der Aper-
turmassenstatistik (kurz M,,-Statistik) und ihrem Zusammenhang mit dem
Powerspektrum des Dichtekontrasts und den kosmologischen Parametern
gewidmet (siehe Schneider et al. 1998 und Kruse & Schneider 1999b). Dabei
konzentrieren wir uns auf die Berechnung der hoheren Momente (der Dispersion
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6 INHALTSVERZEICHNIS

und der Schiefheit) der Wahrscheinlichkeitsverteilung von M,, und die Analyse
der kumulativen Wahrscheinlichkeitsverteilung grofler M,,-Werte.

Die Dispersion der M,,-Statistik ist ein eng lokalisiertes Maf} fiir das Power-
spektrum des Dichtekontrasts (siche auch Bartelmann & Schneider 1999a) und
héngt von den kosmologischen Parametern ab. Da die Dispersion eine Mefigréfie
ist, erhilt man eine direkte Abschitzung des Powerspektrums des Dichtekon-
trasts.

Der anfingliche Dichtekontrast wird durch ein Gauflsches Zufallsfeld be-
schrieben. Im Laufe der Entwicklung erhilt die Wahrscheinlichkeitsverteilung
des Dichtefeldes nicht-Gaufische Eigenschaften, die durch den Gravitationskol-
laps tiberdichter Regionen verursacht werden (sieche z.B. Padmanabhan 1995).
Der Gravitationskollaps fithrt zur Bildung massereicher, virialisierter Objekte
(Halos).

Da die M,,-Statistik durch die Statistik des Dichtekontrasts festgelegt ist,
erbt die Aperturmasse die durch den Gravitationskollaps verursachten nicht-
GauBschen Eigenschaften. Ein Merkmal nicht-Gaufischer Verteilungsfunktionen
ist die Schiefheit der Verteilung. In Schneider et al. (1998) wird die Schiefheit
der M,,-Statistik im Rahmen der quasilinearen Theorie der Strukturentwick-
lung berechnet (siehe auch Bernardeau et al. 1997). Die Schiefheit ist ein emp-
findliches Ma# fiir die kosmologischen Parameter.

Wenn man die groflen Aperturmassen als massereiche Halos interpretiert,
dann spiegelt der ausgedehnte Fliigel der Wahrscheinlichkeitsverteilung von
M, die relative Héufigkeit kollabierter Objekte wider. Die zeitliche Entwick-
lung dieser Objekte und ihre Anzahldichte hingen stark von den kosmologischen
Parametern ab. Aus diesem Grund kann die Messung der Wahrscheinlichkeit
grofler Aperturmassen zur Einschrinkung der kosmologischen Parameter be-
nutzt werden.

Wir zeigen, dal die kumulative Wahrscheinlichkeitsverteilung von grofien
M,,-Werten analytisch durch ein Exponentialgesetz beschrieben werden kann.
Die Herleitung dieses Gesetzes beruht auf Niherungen zur Beschreibung
der Anzahldichte und des Massenprofils der Halos. Wir nehmen an, dafl die
Anzahldichte der Halos durch die Press-Schechter-Theorie gegeben ist (siehe
Press & Schechter 1974). Die Massendichte der Halos beschreiben wir mit dem
universellen Massenprofil von Navarro et al. (1996). Wir benutzen eine auf dem
Exponentialgesetz fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von M,, beruhende
Maximum-Likelihood-Methode, um quantitativ zu zeigen, dal die Messung
der relativen Haufigkeit grofiler M,,-Werte eine signifikante experimentelle
Unterscheidung bestimmter kosmologischer Modelle gestattet.

Verschiedene Beobachtungsergebnisse, wie z.B. die Rotationskurven von
Sternen in Galaxien und Galaxien in Galaxienhaufen oder der Nachweis stark
verzerrter Bilder von Galaxien durch den Gravitationslinseneffekt, deuten
darauf hin, daf} ein grofler Teil der Materie in dunkler Form vorliegt. Es gibt
verschiedene Methoden, um die Masse kollabierter, zu einem Grofiteil aus
dunkler Materie bestehender Objekte zu bestimmen. Die auf dem Nachweis
von emittierten Licht beruhenden Methoden erfordern Annahmen iiber den
dynamischen Zustand der Materie und deren Masse-zu-Leuchtkraft Verhiltnis.
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Diese Annahmen fithren eine Unsicherheit in die Massenbestimmung der Halos
ein, die man durch Verwendung des Gravitationslinseneffektes vermeiden kann,
da dieser ausschlieBlich durch den Massengehalt eines Systems reguliert wird.

In Schneider (1996) und Reblinsky & Bartelmann (1999) wurde mit nu-
merischen Simulationen gezeigt, dafl mit der Aperturmasse signifikant Kon-
zentrationen dunkler Materie nachgewiesen werden konnen. Eine erfolgreiche
Anwendung der Aperturmassentechnik auf reale Daten wurde, z.B., von Seitz
et al. (1998) und Erben et al. (1999) demonstriert. Dabei haben die letztgenann-
ten Autoren erstmals einen statistisch signifikanten Nachweis einer vollstindig
dunklen Massenverteilung gefiihrt.

Ausgehend von diesen theoretischen und experimentellen Ergebnissen ist es
wahrscheinlich, daf} in naher Zukunft Strukturen allein durch die ihnen zuge-
ordnete projizierte Massenverteilung klassifiziert werden kénnen. Kataloge von
massereichen Objekten, die mit Techniken des schwachen Linseneffekts erstellt
werden, kénnen deshalb eindeutig mit theoretischen Modellen fiir die kosmi-
sche Massenfunktion verglichen werden. Dieser Vergleich ermdoglicht eine Ein-
schrankung der kosmologischen Parameter und, kombiniert mit Informationen
iiber die Rotverschiebung der Halos, eine Rekonstruktion der dreidimensionalen
Verteilung von Strukturen im Universum.

Wir berechnen in dieser Dissertation die Anzahldichte von Halos, die man
aus der Analyse tiefer, grofiler Beobachtungsfelder mit der Aperturmassen-
technik erwarten wiirde (siehe Kruse & Schneider 1999a). Die grundlegende
Annahme dabei ist, Halos mit Werten der Aperturmasse zu identifizieren,
die ein hohes Signal-zu-Rausch-Verhiltnis haben. Die Berechnung basiert
wiederum auf den Modellen von Press & Schechter (1974) und Navarro et al.
(1996). Wir zeigen, dafl die Anzahldichte der Halos grofi genug ist, um mit
geplanten Experimenten (siehe z.B. Mellier et al. 1999) nachgewiesen werden
zu kénnen. Insbesondere variieren die Anzahldichten der Halos in verschiedenen
kosmologischen Modellen so stark, dafl eine experimentelle Einschrinkung der
kosmologischen Parameter moglich erscheint.

Die Rechnungen in dieser Arbeit basieren auf einer Reihe von N#herun-
gen. So wird in Press & Schechter (1974) angenommen, dafi der Dichtekontrast
durch ein Gaufisches Zufallsfeld beschrieben werden kann und der Gravitati-
onskollaps der sphirischen Kollapstheorie folgt. Navarro et al. (1996) leiten ihr
universelles Massenprofil unter der Annahme sphérisch symmetrischer Massen-
verteilungen her. Weiterhin haben wir in unseren Rechnungen angenommen,
daf} sich entlang jeder Sichtlinie jeweils nur ein Halo befindet, d.h. wir haben
diffuse, nicht kollabierte Massenverteilungen vernachlissigt.

Um den Einfluf} dieser Ndherungen auf unsere Ergebnisse zu testen, haben
wir die Aperturmasse aus numerisch generierten Beobachtungsdaten berechnet,
die auf grofen N-Korper Simulationen beruhen (siehe Jain et al. 1999 und
Reblinsky et al. 1999). Es stellt sich heraus, daf die theoretischen Vorhersagen
erstaunlich gut mit den Ergebnissen der numerischen Simulationen iiberein-
stimmen. Diese Koinzidenz spricht fiir die hohe Qualitéit der benutzten Modelle
und zeichnet die Aperturmasse als wichtiges Hilfsmittel fiir die Untersuchung
kosmologischer Fragestellungen aus.
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Diese Dissertation ist folgendermaflen organisiert. Im ersten Kapitel fithren
wir das kosmologische Hintergrundmodell und das auf kalter dunkler Materie
beruhende Modell der linearen Strukturentwicklung ein. Die Anzahldichte
kollabierter Objekte und deren Massenprofil berechnen wir im zweiten Kapitel.
Das dritte Kapitel dient der Einfithrung des schwachen kosmologischen Gra-
vitationslinseneffekts und der Beschreibung der Gréflen, die durch Messung
dieses Effekts abgeschitzt werden koénnen. Im vierten Kapitel fithren wir
die Aperturmasse zur Quantifizierung der kosmischen Scherung ein und
untersuchen deren statistische Eigenschaften. Dabei verwenden wir die in den
ersten beiden Kapiteln eingefithrten Modelle. Wir stellen im fiinften Kapitel
eine Methode vor, die es erlaubt, die Anzahldichte von Halos abzuschitzen, die
man aus Beobachtungen mit der Aperturmassentechnik erwarten wiirde. Den
Vergleich unserer Berechnungen mit den Ergebnissen numerischer Simulationen
fithren wir im sechsten Kapitel durch. Im siebenten Kapitel fassen wir unsere
Ergebnisse zusammen und diskutieren weitere Anwendungsmoglichkeiten der
Aperturmassentechnik.



Kapitel 1

Das kosmologische
Hintergrundmodell

Das Studium von kosmischen Gravitationslinseneffekten erfordert die Spezifizie-
rung eines kosmologischen Hintergrundmodells, dessen Geometrie die Ausbrei-
tung von Lichtstrahlen festlegt. Wir fithren in Abschnitt 1.1 das sogenannte
Standardmodell der Kosmologie ein. Die Geometrie dieses Modells ist durch
homogene und isotrope Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen festgelegt.
Eine detallierte Beschreibung dieses Modells findet man z.B. in Misner et al.
(1973) und Padmanabhan (1995).

Das kosmologische Standardmodell kann aufgrund seiner Homogenitét keine
Aussage iiber die Evolution von Strukturen, wie z.B. Galaxien oder Galaxien-
haufen, im Universum machen. Aus diesem Grund muf ein realistisches kos-
mologisches Modell durch eine Theorie der Strukturentstehung ergéinzt werden.
Wir verwenden in dieser Arbeit ein Strukturentstehungsmodell, das auf kalter
dunkler Materie basiert. In Abschnitt 1.2 fassen wir einige, in dieser Arbeit
benétigte, Eigenschaften dieses Modells zusammen.

1.1 Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-
Modelle

Ein homogenes und isotropes Universum kann durch eine Metrik der Form
ds? = 2dt* — a?(t)di? (1.1)

beschrieben werden. Den zeitabhingigen Faktor a(¢) nennt man Skalenfaktor,
und c ist die Lichtgeschwindigkeit. Das Linienelement dl beschreibt eine homo-
gene, isotrope raumartige Hyperfliche. Die Geometrie der Hyperflichen kann
gekrimmt oder flach sein. Allgemein 148t sich das Linienelement d/ mit der
geforderten Symmetrie durch zwei Winkel 6, ¢ und eine radiale Koordinate w
beschreiben,

di? = dw? + f&(w)(d¢? + sin6 d6?). (1.2)
Der Nullpunkt des Koordinatensystems ist wegen der rdumlichen Homogenitét
des Modells frei wihlbar. Die radiale Funktion fx(w) ist durch die Geome-
trie der raumartigen Hyperflichen bestimmt. Entsprechend des Vorzeichens der

9



10 KAPITEL 1. DAS KOSMOLOGISCHE HINTERGRUNDMODELL

Kriimmung K unterscheiden wir trigonometrische, lineare und hyperbolische
radiale Funktionen,

K 1/%sin (\/I_('w) : K>0
fr(w) = w : K=0 - (1.3)
(—K)"Y2sinh (V=Kw) : K <0

Ein durch die Metrik (1.1) definierter, expandierender Raum impliziert eine
Anderung der Frequenz elektromagnetischer Strahlung, wenn sich diese im Uni-
versum ausbreitet. Ein Beobachter nimmt die Spektren entfernter Objekte rot-
verschoben wahr. Wenn man die beobachtete und emittierte Frequenz mit wy
bzw. we bezeichnet, dann ist die Rotverschiebung z durch

_ we _ a(to)
" woe alte)
definiert. ¢, ist der Zeitpunkt der Emission und der Skalenfaktor ist zum heuti-
gen Zeitpunkt tg durch a(tg) = 1 gegeben.

Die Dynamik des homogenen, isotropen Universums ist durch a(t) festge-
legt. Die funktionale Form des Skalenfaktors ist durch die Einsteinschen Feld-
gleichungen bestimmt. Der Energie-Impuls-Tensor in Einsteins Gleichungen ist
entsprechend (1.1) durch eine homogene, ideale Fliissigkeit, die durch ihre Dich-
te o(t) und ihren Druck p(t) charakterisiert ist, definiert. Setzt man die Metrik
(1.1) und den Energie-Impuls-Tensor der idealen Fliissigkeit in Einsteins Glei-
chungen ein, ergeben sich zwei unabhingige Gleichungen,

1+2 (1.4)

a\? 8nG K2 A
Z) === 5, == 4 = 1.
(a) 3 a? + 3 (1.5)
und . A 5 A
a__=2 A
o= 37TG<Q+02)+ 3 (1.6)

wobei G die Gravitationskonstante ist. Die kosmologische Konstante A wurde
urspriinglich von Einstein eingefithrt, um statische Losungen seiner Feldglei-
chungen zu erhalten. In modernen Theorien wird A als Vakuumenergiedichte
interpretiert.

Es ist sinnvoll, eine Reihe von Parametern einzufiihren, mit deren Hilfe
sich viele Beziehungen in einer kompakten Form schreiben lassen. Die rela-
tive Expansionsrate H(t) = aa~! nennt man Hubble Parameter. Die Hubble
Konstante ist der Hubble Parameter zum heutigen Zeitpunkt, Hy = H(tp)-
Der Wert der Hubble Konstanten ist nicht genau bekannt. Man schreibt
Hy = 100 h km s~! Mpc !, wobei A € [0.5,1]. Wenn nicht anders gesagt,
setzen wir in dieser Arbeit h = 0.5.

Die kritische Dichte des Universums ist definiert als
_ 3H§

— 8rG’
Mit dieser Definition erhalten wir den Dichteparameter g als Verhéltnis der
Dichte des Universums gy zum Zeitpunkt ¢y zur kritischen Dichte,

Q0
Qg = —. 1.8
0 Ocr ( )

Ocr (1.7)
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Weiterhin definieren wir einen Dichteparameter fiir die Vakuumenergiedichte,

A

P ——
AT 3H?

(1.9)

Wenn wir die Energiedichte relativistischer Materie (Photonen und Neutrinos)
vernachlissigen, dann erhalten wir aus (1.5) mit den oben eingefithrten Para-
metern

K 2
H%(t) = H? la3(t) Qo —a %(t) H—CQ SINE (1.10)
0
Da H (ty) = Hy erhalten wir aus (1.10)
H 2
K= (—°> (0 + Q) — 1). (1.11)
c

Die Geometrie der raumartigen Hyperflichen ist somit durch die Dichteparame-
ter 2o und Q24 festgelegt. Mit diesen zwei Parametern werden wir im Folgenden
das kosmologische Hintergrundmodell charakterisieren.

Da dt = da a~! = da (aH)™!, ergibt sich das Alter des Universums mit
(1.10) und (1.11) zu

1

ty = —
0 0,

1 _1 9 ~1/2
/O da [a7 "0+ (1- Q0 — Q) +a*] . (112)
Aus der Zeitabhingigkeit der Hubble Konstanten (1.10) erhélt man mit (1.4)
die Abhéngigkeit der Dichteparameter von der Rotverschiebung. In einem Uni-
versum, das von Materie dominiert wird, entwickelt sich die Dichte entsprechend
0= 0o a~3(t). Wir erhalten deswegen mit (1.7)

871G (14 2)® Qo
= 1 3 —
@) =3 @ U = G et (5 220 = O — 20) + i
(1.13)
und fiir den Dichteparameter der kosmologischen Konstanten
A Q
Q4 (2) A (1.14)

T3H2(z) (1+2)3 Qo+ (1+2)2(1—Q—Qa)+ Q%

Im Gegensatz zum Euklidischen Raum existieren in einem gekriimmten Raum
keine eindeutigen Entfernungsmafle. In Analogie zu den im Euklidischen Raum
durch MeBverfahren definierten Entfernungsmafien zwischen zwei Ereignissen
mit den Rotverschiebungen z; und 23, wobei z; < 2o, betrachten wir die folgen-
den GroBen.

Die physikalische Entfernung (proper distance) Dy(z1,22) ist durch die
Lichtlaufzeit von einer Quelle mit 29 zu einem Beobachter mit z; < 29 defi-
niert, dD, = —c dt = —c da ¢~! = —c da (aH)~!. Mit (1.10) und (1.11)
erhalten wir durch Integration

c [alz=) . o 1-1/2
Dy(z1,22) = Fo/( | da [0+ (1 - Q0 —Qn) +a?04] . (115)
a(zo
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Die mitbewegte Entfernung (comoving distance) Dgom(21,22) erhilt man aus
dDy(21,22) = a dDcom (21, 22),

c ra(z) 9 4 ~1/2
Deom(21,22) = Ho /( : da [aQO +a°(1—Qp— Q) +a QA] = w(z1, 22).
a(zo
(1.16)

Die Winkelentfernung (angular diameter distance) Dang(21,22) ist wie im Eu-
klidischen Raum durch das Verhéltnis des physikalischen Querschnitts § A eines
Objekts mit zo zum Raumwinkel dw, den das Objekt bei einem Beobachter mit
21 aufspannt, definiert. Aus

dA ow
47T202(Z2)f12<[w(21,22)] T dr (L17)
und dw Dgng = 0 A folgt
SA 1/2
Dang(21,72) = (E) — a(22) fx[Deom (21, 22)]. (1.18)

Einen Zusammenhang zwischen dem Differential der Rotverschiebung dz und
dD;, bzw. dD¢om erhilt man durch Transformation der Integrationsvariablen a
in (1.16) auf die Rotverschiebung z,

z —1/2
Deom(2) = HL/ a2’ [(14+2)% Q0 + (14 Y201 Qg — Q)+ ]
0J0
(1.19)
Differenziert man beide Seiten in (1.19) nach z ergibt sich,
c dz c dz
dDy(2) = — — 2 baw. dDeom(?) = — : 1.2
&) = Eoa s 2 dPeml®) = - iy (1.20)
wobei
B(z) = /(1 +2)3Q0 + (1 +2)2(1 - Qo — Q) + Q. (1.21)

1.2 Das CDM-Modell

Nimmt man im Hintergrundmodell kleine anfingliche Dichtestérungen ¢ an,
dann bilden diese Stérungen im Verlauf ihrer zeitlichen Entwicklung durch Gra-
vitationskollaps Objekte, deren Dichte betrichtlich von der mittleren Dichte
des Universums abweichen kann. Im Zusammenhang mit den Dichtestérungen
ergeben sich eine Reihe von Fragen: Was ist ihr physikalischer Ursprung? Wel-
cher Statistik gehorchen sie? Wie kann die Dynamik der Stérungen beschrieben
werden?

Ein populédres Modell, den Ursprung der Dichtefluktuationen zu beschrei-
ben, ist die Inflationstheorie (siehe Guth 1981). In dieser Theorie werden die
Dichtestorungen durch primordiale Quantenfluktuationen hervorgerufen, deren
Entwicklung in einer sehr frithen Phase des Universums durch eine beschleu-
nigte Expansion, ¢ > 0, bestimmt wird. Die Theorie der Inflation fithrt in
natiirlicher Weise auf adiabatische, skaleninvariante Dichtestérungen, die durch
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ein Gaufisches Zufallsfeld beschrieben werden. Somit ist das primordiale Power-
spektrum von § die fundamentale Gréfle zur Beschreibung des Dichtefeldes. Die
Entwicklung des Dichtekontrasts ergibt sich aus der Beschreibung der Materie
durch eine ideale Fliissigkeit (siehe Hawking 1966). Abhingig vom Betrag des
Dichtekontrasts, |§| < 1, |§] ~ 1 oder |§| > 1, wurden verschiedene Methoden
entwickelt, um die zeitliche Entwicklung des Dichtefeldes zu bestimmen (siehe
z.B. Padmanabhan 1995). Fiir |§| < 1 koénnen die Gleichungen, die die ideale
Fliissigkeit charakterisieren, linearisiert werden. Die Linearisierung ermoglicht
(in Abhiingigkeit vom kosmologischen Hintergrundmodell) eine analytische bzw.
semi-analytische Beschreibung der Entwicklung von § (siehe Abschnitte 1.2.1
und 1.2.2). Dichtefelder mit |§| ~ 1 kénnen stérungstheoretisch oder im Rah-
men von Niherungen beschrieben werden. Wir werden auf diesen Fall hier nicht
niher eingehen (siehe z.B. Padmanabhan 1995). Die nichtlineare Entwicklung,
die durch |4] > 1 charakterisiert ist, kann durch semi-analytische Modelle (siehe
die Abschnitte 2.1 und 2.2) oder mit N-Koérper Simulationen (siehe z.B. Jenkins
et al. 1998) untersucht werden.

Ein weiteres Problem betrifft die Zusammensetzung der Materie. Verschiede-
ne Tatsachen deuten darauf hin, dafl der grofite Teil der Materie im Universum
in Form dunkler Materie vorhanden ist. So konnen rein baryonische Dichte-
schwankungen erst dann durch Gravitationskollaps anwachsen, wenn die Baryo-
nen vom Photonenfeld entkoppelt sind. Die beobachteten Anisotropien in der
kosmischen Hintergrundstrahlung (CMBR) sind aber viel zu gering, um die heu-
tigen Strukturen erkliren zu konnen. Nicht-baryonische Materie, z.B. schwach
wechselwirkende massereiche Teilchen, entkoppelt frither aus dem thermischen
Gleichgewicht des primordialen Plasmas und kann somit grofiere Dichtestérun-
gen hervorrufen. Ein weiteres Argument fiir die Existenz nicht-leuchtender Ma-
terie ist die Beobachtung dynamischer Effekte, wie der Bewegung von Sternen in
Galaxien oder Galaxien in Galaxienhaufen, oder des Gravitationslinseneffektes,
der sich z.B. in stark verzerrten Bildern von weit entfernten Hintergrundgalaxi-
en manifestiert. Diese Effekte konnen nicht allein auf die Masse der leuchtenden
Materie zuriickgefiithrt werden. Es wird ein Vielfaches ihrer Masse benotigt, um
die beschriebenen Effekte erkliren zu kénnen.

Wir betrachten in diesem Kapitel eine postulierte Form von dunkler Materie,
die aus nichtrelativistischen Teilchen besteht und mit anderen Materiearten nur
rein gravitativ wechselwirkt. Diese kalte dunkle Materie (cold dark matter oder
kurz CDM) hat zum Zeitpunkt der Entkopplung vom Strahlungsfeld eine klei-
ne Geschwindigkeitsdispersion, weshalb thermische Druckkrifte vernachlissigt
werden koénnen.

Im Gegensatz zu heiffer dunkler Materie (hot dark matter, kurz HDM)
ddmpfen CDM-Teilchen Dichtefluktuationen auf kleinen Skalen nicht durch ih-
re thermische Eigenbewegung (free streaming). Als eine wichtige Konsequenz
dieser Eigenschaft ergibt sich, da CDM-Universen Struktur in einem soge-
nannte ‘bottom up’-Szenario bilden. Hierbei entstehen zunéchst kleinere Struk-
turen, die dann zu groleren Objekten verschmelzen. In Modellen mit relativi-
stischer, heifler dunkler Materie werden die kleinskaligen Fluktuationen dage-
gen zunichst ausgeloscht, so dafl sich Struktur in einem kontridren ‘top down’-
Szenario bildet; zunéchst kollabieren grofie Strukturen, die eventuell spiter in
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kleinere Objekte fragmentieren.

Das CDM-Modell ist in vielen N-Koérper Simulationen getestet worden und
scheint am ehesten die heute beobachteten Strukturen erkliren zu kénnen, wo-
gegen reine HDM-Modelle durch solche Studien ausgeschlossen werden konnten
(siehe z.B. Jenkins et al. 1998). Eine umfassende Darstellung des CDM-Modells
findet man in Liddle & Lyth (1993).

1.2.1 Lineare Entwicklung des Dichtekontrasts

Eine Newtonsche druckfreie Fliissigkeit mit Dichte o(7,¢) und Geschwindig-
keit v (7, t), die mit dem Gravitationspotential ®(r,t) wechselwirkt, wird durch
folgende Gleichungen beschrieben,

do
- : = 1.22
5 TV (ev)=0, (1.22)
ov
—+(v-V)v=-VJ, (1.23)
ot
V20 = 41 G o. (1.24)

Wenn wir mitbewegte Koordinaten & = r/a, die Geschwindigkeit u = v — ax
und die Abweichung der Dichte g von der mittleren Dichte des Universums g(t),
kurz Dichtekontrast, 6(x,t) = (o(x,t) — 0)/0 in den Gleichungen (1.22) - (1.24)
einsetzen, erhalten wir nach Eliminierung von 4 und ® und Vernachlissigung
aller nichtlinearen Terme folgende Gleichung fiir die Entwicklung des Dichte-
kontrasts,

d?6  2adé 3HZQ

T aa 2
Die allgemeine Losung dieser Gleichung ergibt sich aus der Superposition zweier,
linear unabhingiger Losungen,

§=0. (1.25)

8(z,t) = Do(t) Ap(z) + D_(t) A_(). (1.26)

Die rdumlichen Anteile in (1.26) werden durch die Anfangsbedingungen festge-
legt. Man kann zeigen, da§ die mit der Zeit abnehmende Losung D_(t) schnell
zerfillt (siehe z.B. Padmanabhan 1995). Somit wird die Entwicklung durch
die Funktion D (t), die man linearen Wachstumsfaktor nennt, beschrieben.
Fiar Qp = 1 und Q5 = 0 entwickelt sich der Dichtekontrast entsprechend
§ « Dy(t) x t*/? x a. Losungen von (1.25) fiir Kosmologien mit Qo < 1
und Q4 # 0 haben eine kompliziertere Struktur. Sie konnen in Peebles (1980)
nachgelesen werden.

1.2.2 Das Powerspektrum des linearen Dichtekontrasts

Entsprechend Gleichung (1.25) entwickeln sich die einzelnen Fouriermoden des
linearen Dichtekontrasts unabhingig voneinander. Somit sind die Fouriermo-
den statistisch voneinander unabhiingig. Nimmt man an, dal die Phasen des
anfinglichen Dichtefeldes unabhiingig und zufillig verteilt sind, dann folgt aus
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dem zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und den Eigen-
schaften des kosmologischen Hintergrundmodells, daf} der lineare Dichtekon-
trast durch ein homogenes, isotropes Gaufisches Zufallsfeld beschrieben werden
kann. Die statistischen Eigenschaften GauBscher Zufallsfelder sind vollstdndig
durch den Mittelwert und die Dispersion der Wahrscheinlichkeitsverteilung fest-
gelegt. Der Mittelwert des Dichtekontrasts ist per Definition null. Das Power-
spektrum Ps(k) ist die Fouriertransformierte der Zweipunktkorrelationsfunktion

Css(lz —yl) = (9(=)d" (), (1.27)

wobei (-) eine Mittelung iiber Realisierungen des Dichtekontrasts bedeutet. So-
mit ist die Statistik des linearen Dichtekontrasts vollstindig durch das Power-
spektrum charakterisiert. Setzt man in (1.27) die Fouriertransformierte

5(k, 1) = / Bz 6, 1) kT (1.28)
des Dichtekontrasts ein, erhilt man

(2m)* op(k—k') Ps(k) = (27)* op(k—K) /d3w Cis(|]) ¢ %K = (3(k)5* (k")),

(1.29)
da ¢ ein homogenes, isotropes Zufallsfeld ist. Im Folgenden fiithren wir das Po-
werspektrum des linearen Dichtekontrasts fiir eine CDM-Kosmologie ein. Wir
schreiben im Rest der Arbeit kurz P(k) fiir das Powerspektrum.

Der primordiale Dichtekontrast ist im Rahmen der Inflationstheorie durch
ein skalenfreies Powerspektrum der Form P(k) «x k™ gegeben. Wir nehmen
im Folgenden n = 1 an. Diese Form des Powerspektrums nennt man Harrison-
Zel’dovich Spektrum. Die Anderung der Form des primordialen Powerspektrums
wird durch eine sogenannte Transferfunktion beschrieben,

P(k) = T%*(k) k. (1.30)

Wir verwenden in dieser Arbeit die von Bardeen et al. (1986) angegebene Fit-
formel fiir die Transferfunktion eines CDM-Powerspektrums,

[In(1 + 2.34¢)

P(k)=A (2.349)2\/1 + 3.89¢ + (16.19)% + (5.46¢)% + (6.71)"

k,  (1.31)

wobei

k
¢:=r Mpc =%, T' = Qoh. (1.32)

Den Parameter I' nennt man Form-Parameter. T' legt die typische Skala eines
CDM-Spektrums fest.

Die Normierung A des Powerspektrums in Gleichung (1.31) kann nicht im
Rahmen theoretischer Modelle berechnet werden. Sie wird durch den Vergleich
mit Beobachtungen bestimmt. Es gibt mehrere Methoden, das Powerspektrum
zZU normieren.

Eine Methode beruht auf der Messung der Dispersion der Fluktuationen
der rdumlichen Dichte von Galaxien. Diese Dispersion ist ungefihr 1, wenn
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man die Fluktuationen in Kugeln mit dem Radius R = 8 Mpc h~! betrachtet.
Nimmt man an, dafl die Galaxien der Verteilung der dunklen Materie folgen,
d.h. ihre Anzahldichte ist proportional zur Massendichte, ist die Dispersion des
iiber einen Radius von R = 8 Mpc h ! gemittelten Dichtekontrasts ebenfalls
ungefihr 1. Diese Annahme kann benutzt werden, um die Normierung A in
(1.31) zu bestimmen.

Sei do(x) := d(z,to) = 6(x,t) D4(to) DI (t;) der lineare Dichtekontrast
zum heutigen Zeitpunkt ¢g > ;. Wir mitteln §; mit einem normierten Filter
Wr iiber den Radius R,

du(@) = [ &% so(y) Walle - y)) (1.3

wobei [d3z Wg(z) = 1 gilt. Die Gleichung (1.33) kann mit Hilfe des Fal-
tungssatzes fiir die Fouriertransformation als d (k) = do(k) Wr(k) geschrieben
werden. Mit dieser Beziehung und Gleichung (1.29) erhélt man die Dispersion
des linearen Dichtekontrasts dg als

3 3 ~
(R) = Fh(e)) = [ Ggw Prl) = [ s [WahP Po), (139

wobei 02 von der GroBe R der Filterfunktion abhingt. Die Powerspektren
Pg und P, sind entsprechend Gleichung (1.29) durch die Fouriertransformier-
ten dp(k) und &o(k) definiert. Setzen wir (1.31) in (1.34) ein und benutzen
0g := 0(R = 8 Mpc h 1) ~ 1, dann kénnen wir die Normierung A aus (1.34)
berechnen.

Wir verwenden im Folgenden einen sogenannten ‘Top-Hat’ Filter, der durch

Wr(z) = { 3/(47TR3()) iig (1.35)

gegeben ist. Seine Fouriertransformierte ist

sin(kR) — kR cos(kR)
(kR)?

Wg(k) = (1.36)
Eine andere Methode zur Normierung des Powerspektrums beruht auf dem
Nachweis von Anisotropien in der CMBR auf Skalen von ~ 7 Grad durch den
COBE Satelliten (siehe Smoot et al. 1992). Korrelationen in den Anisotropien
sind proportional zum Powerspektrum des Dichtekontrasts zur Zeit der Rekom-
bination, z ~ 1100, und kénnen somit direkt zur Bestimmung von A benutzt
werden (siehe Liddle & Lyth 1993).

In Tabelle 1.1 stellen wir die Parameter fiir die CDM-Kosmologien zu-
sammen, die wir in den spiteren Berechnungen benutzen werden. In den
EdS(0.6,0.25), OCDM(1,0.25) und ACDM(1,0.25) Modellen ist der Form-
Parameter I' = 0.25 so gewihlt, dafl die beobachtete Zweipunktkorrela-
tionsfunktion von Galaxien reproduziert wird (siehe Efsthatiou 1996). Im
EdS(1,0.25) Modell entspricht og ungefihr der COBE-Normierung. Der Form-
Parameter im EdS(0.6,0.5) Modell ist entsprechend I' = Q4 h fiir h = 0.5
berechnet.
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Tabelle 1.1: Die in dieser Arbeit verwendeten CDM-Hintergrundkosmologien.

Qo Qa r og Modell

1.0 0 025 0.6 EdS(0.6,0.25)
1.0 0 025 1.0 EdS(1,0.25)
1.0 0 05 06 EdJS(0.6,0.5)
03 0 025 1.0 OCDM(1,0.25)
0.3 0.7 025 1.0 ACDM(1,0.25)
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Kapitel 2

Die Anzahldichte kollabierter
Objekte und deren
Massenprofil

Im ersten Kapitel haben wir die Entwicklung des Dichtekontrasts im linearen
Bereich beschrieben. Wenn der Dichtekontrast durch den Gravitationskollaps
Werte |§| ~ 1 oder gréBer angenommen hat, kénnen die Gleichungen (1.22-1.24)
nicht mehr linearisiert werden. Die einzelnen Fouriermoden des Dichtekontrasts
entwickeln sich in diesem Fall nicht mehr unabhéngig voneinander. Somit kann
der Dichtekontrast nicht durch ein Gaufisches Zufallsfeld beschrieben werden.
Es miissen andere Methoden entwickelt werden, um die nichtlineare Entwick-
lung des Dichtefeldes zu charakterisieren. Eine Moglichkeit ist, von Gaufschen
Anfangsbedingungen ausgehend, die Entwicklung mit N-Korper Simulationen
zu studieren (siehe z.B. Jenkins et al. 1998). Hier betrachtet man die gravita-
tive Wechselwirkung von Teilchen, die die dunkle Materie reprisentieren. Im
Ergebnis solcher Simulationen erhilt man eine Vielfalt gravitativ gebundener
Systeme, deren Massenbereich sich von einzelnen Galaxien bis zu grofien Gala-
xienhaufen oder Superhaufen erstreckt. Das nichtlineare Powerspektrum kann
fiir alle Rotverschiebungen durch eine universelle (skalenunabhingige) Funktion
aus dem linearen Powerspektrum berechnet werden (siche Hamilton et al. 1991,
Jain et al. 1995 und Peacock & Dodds 1996). Da die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung des nichtlinearen Dichtekontrasts nicht-Gaufisch ist, wird die Statistik des
Dichtefeldes nicht vollstindig durch das nichtlineare Powerspektrum charakte-
risiert. Es miissen noch die héheren Momente des Dichtekontrasts betrachtet
werden.

In diesem Kapitel skizzieren wir eine auf der Arbeit von Press & Schechter
(1974) beruhende Theorie, die die Anzahldichte kollabierter Objekte (Halos)
in Abhéngigkeit von der Rotverschiebung, vom linearen Powerspektrum und
den kosmologischen Parametern vorhersagt. Die Aussagen der Press-Schechter-
Theorie (kurz P/S-Theorie) basieren auf der Annahme eines Gaufischen Dichte-
feldes und der Giiltigkeit der sphirischen Kollapstheorie (sieche Abschnitt 2.1).
Die Vorhersagen der P/S-Theorie sind in guter Ubereinstimmung mit den Er-
gebnissen von N-Koérper Simulationen (siehe z.B. Lacey & Cole 1994).

19
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Physikalisch ist die Annahme eines Gaufischen Dichtekontrasts durch das
Modell der Inflation motiviert, in dem Quantenfluktuationen den Dichtekon-
trast erzeugen. Es gibt eine Reihe anderer Modelle der Strukturentwicklung,
wie z.B. die Theorie topologischer Defekte (siehe z.B. Kibble 1976 und Vilenkin
& Shellard 1994) und die modifizierte Form der Inflationstheorie von Peebles
(siehe Peebles 1999a und Peebles 1999b), welche nicht-Gaufische Dichtefelder
vorhersagen. Hinweise fiir die Moglichkeit nicht-Gauflscher anfinglicher Dich-
tefelder haben sich aus Beobachtungen von Anisotropien in der kosmischen
Hintergrundstrahlung (siehe z.B. Ferreira et al. 1998, Ferreira et al. 1999 und
Magueijo et al. 1999) ergeben. Allerdings kénnen diese Beobachtungen Gauf-
sche Dichtefelder nicht signifikant ausschlieBen (siehe z.B. Bromley & Tegmark
1999).

Im Allgemeinen ist es schwierig, Vorhersagen fiir nicht-Gaufische Dichtefel-
der zu machen, da die héheren Momente in diesem Fall nicht verschwinden.
Eine Methode, die Implikationen nicht-Gaufischer Dichtefelder zu studieren, ist
die modifizierte P/S-Theorie (sieche z.B. Robinson et al. 1998). In dieser Modi-
fikation der urspriinglichen Arbeit von Press & Schechter (1974) wird anstelle
einer Gauflschen Verteilungsfunktion eine nicht-Gaufsche betrachtet. Im Rah-
men dieser Theorie kann die von den kosmologischen Parametern abhéingende
rdumliche Dichte nichtlinearer Objekte berechnet werden. Vergleicht man die
Beobachtungen massereicher Objekte mit den Ergebnissen der ‘klassischen’ und
der modifizierten P/S-Theorie, so kann unter Annahme eines kosmologischen
Modells der Unterschied in der Anzahldichte von Halos berechnet werden, der
sich aus der Verwendung von Gauflschen oder nicht-GauBschen Verteilungsfunk-
tionen ergibt (siehe Willick 1999 und dort angegebene Referenzen). Der Arbeit
von Willick (1999) folgend, beschreiben wir in Abschnitt 2.2.2 den Aufbau einer
modifizierten P /S-Theorie.

2.1 Sphirische Kollapstheorie

Eine umfassende Darstellung der sphirischen Kollapstheorie, in der die Ent-
wicklung einer sphérischen Massenverteilung in einem expandierenden Univer-
sum beschrieben wird, findet man z.B. in Padmanabhan (1995).

Wir betrachten eine sphérische Region mit der mittleren Dichte pg und dem
physikalischen Radius R, die einen homogenen Dichtekontrast § = gs/g— 1 hat.
Die sphirische Region enthilt die Masse M = 4mpsR3/3. Wir nehmen an, daf
diese Region in ein homogenes Universum mit mittlerer Dichte p eingebettet ist.
Entsprechend dem Birkhoffschen Theorem (siehe z.B. Misner et al. 1973), dessen
Aussage ist, dafl dulere Massenverteilungen keine Kraft auf die Masse innerhalb
einer Sphire ausiiben, konnen wir die zeitliche Entwicklung der sphérischen
Region durch

2 M 4 -

(3115:_(;2 =- gGg(Hé)R (2.1)
beschreiben. Die Gleichung (2.1) gilt fiir ein Universum mit verschwindender
Vakuumenergiedichte. Vergleichen wir die Gleichungen (2.1) und (1.5) dann
stellen wir fest, daBl die Sphére der gleichen zeitlichen Entwicklung folgt, wie
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das gesamte Universum mit verdnderter Massendichte.
Multiplizieren wir (2.1) mit dR/d¢ erhalten wir ein erstes Integral,
1 (dR>2 GM
2\ dt R
wobei die Integrationskonstante F die Energie pro Massenschale der Sphére ist.
Fiir £ < 0 erhilt man die parametrisierte Losung
R 1 t
= 5 (1 —cosn),

Rmax 2 max

E, (2.2)

= L(y~ sinn) (2.3)

der Gleichung (2.2), wobei Rpax der maximale Radius der Sphére ist, der zum
Zeitpunkt . erreicht wird.

Fiir kleine 7 kann man in (2.3) Reihenentwicklungen der trigonometrischen
Funktionen einsetzen,

R 2 4 t 1 3 5
N :_<n__"7_+___ . (2.4)

Rm ax

oo
~
g
1)
%]
3

Aus (2.4) erhilt man
6t \ 2/3 1 [ 6mt\2/3
2 (22 1+ —(— — .. 2.
1 (tmu> ( T30 (tm) (25)

1 2/3 1 2/3
R :—(Gﬂ) 1——(6“) +... (2.6)
Rmax 4 tmax 20 tmax

Somit ergibt sich § bzgl. eines EdS-Universums, das das gleiche Alter wie die

Sphire hat, als
-3 /6wt \2/3
= — 2.
=% (tmax> > s 27

(siehe z.B. Padmanabhan 1995). Der Kollaps der Sphire zu R = 0 tritt zum
Zeitpunkt t = 2t €in. Zu diesem Zeitpunkt erhalten wir fiir den extrapolier-

und

ten linearen mittleren Dichtekontrast 60, folgenden Ausdruck,
5 3
52rit = 6(2tmax) = %(127T)2/3 = 1.686. (2_8)

Fiir offene Universen oder kosmologische Modelle mit Vakuumenergiedichte er-
geben sich andere Gleichungen zur Bestimmung von 52rit (siehe Fitformeln fiir
624 in Anhang B).

Der zum Zeitpunkt ¢t = 2tmay aus den Bewegungsgleichungen folgende Kol-
laps zu R = 0 wird in Wirklichkeit nicht eintreten, da die Massenverteilungen
nicht sphérisch symmetrisch sind. Dadurch treten nicht-radiale Gravitations-
krifte auf, die die Bahnen der einzelnen Teilchen beeinflussen, wihrend die
Sphire kollabiert. Die Teilchen werden aus den radialen Orbits gestreut und er-
halten zufillige Geschwindigkeitskomponenten. Der Kollaps der Sphére endet,
wenn das System virialisiert ist, d.h wenn die doppelte kinetische Energie der
Teilchen ihrer potentiellen Energie entspricht. Die zuletzt genannte Bedingung
kombiniert mit der Energieerhaltung ergibt fiir den Virialradius, Ryir = Rmax/2-
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2.2 Press-Schechter-Theorie

Darstellungen der P/S-Theorie findet man z.B. in White (1996) und Pad-
manabhan (1995). In den folgenden zwei Abschnitten stellen wir kurz den ‘klas-
sischen’, auf der Annahme eines Gaufischen Dichtekontrasts beruhenden, und
einen modifizierten P /S-Formalismus vor.

2.2.1 Gaufischer Dichtekontrast

Wir gehen vom gemittelten linearen Dichtekontrast (siehe Gleichung (1.33))
0r(r,t) zu einem frithen Zeitpunkt ¢; aus. Wahlen wir den sphérisch symme-
trischen Filter (1.35), dann ist ég die mittlere Dichte innerhalb einer Sphére
mit Radius R oder Masse M (R) = 4mpR3/3.

Press & Schechter (1974) nehmen an, dafi gravitativ gebundene Systeme
zum Zeitpunkt ¢t aus Regionen entstehen, deren gemittelter Dichtekontrast
dr(r,t;) zum Zeitpunkt ¢;, ¢; < ¢, einen kritischen Schwellenwert dj, itberschrei-
tet. dcrit berechnen wir aus der sphérischen Kollapstheorie (siehe Abschnitt 2.1).

Da ér aus 0 durch eine lineare Operation gewonnen wird, kann §r auch
durch ein Gaufisches Zufallsfeld beschrieben werden,

1 6%
P(r)= — exp | ——2B |, 2.9
Or) = Joro(m) P l 202(R)] (2.9)
wobei o2(R) durch (1.34) definiert ist. Wir berechnen o(R) mit der Fitformel
(A.7).
Mit (2.9) erhalten wir den Teil der Punkte, die von Kugeln mit einem Radius
R umgeben sind, in denen die mittlere Dichte eine Schwelle §.ri; tiberschreitet,

o
F(M,2) = / d5r P(5r), (2.10)
derit (2)
wobei die Rotverschiebung z dem Zeitpunkt ¢ entspricht. Der kritische Dich-
tekontrast derit(2) bei der Rotverschiebung z ist durch den von den kosmologi-
schen Parametern abhingenden linearen Wachstumsfaktor D (z, o, £24) (siehe
Abschnitt 1.2.1 und Fitformeln (A.1)) und den extrapolierten linearen Dichte-
kontrast 62, = derit(0) (siehe Gleichung (2.8) und Fitformeln (A.6)) bestimmt,
62rit
Dy (2 Q0. 08) (2.11)
Press & Schechter (1974) haben vorgeschlagen, F(M, z) mit den Teilchen zu
identifizieren, die zu nichtlinearen Objekten gehoren, deren Masse grofler als
M = 47pR3/3 ist.
Differenziert man (2.10) nach der Masse M und multipliziert diesen Aus-
druck mit 2g/M, dann erhilt man die Anzahl der nichtlinearen Objekte im
mitbewegten Volumen dV, mit Massen im Intervall d M,

2 0 derit(2) dU(M)‘ Serit (2)
w M o0 | anr | P\ T 22y ) M Ve

5crit (Z)

Nhao(M, z) dAM dV, =

(2.12)
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Man nennt (2.12) auch kosmische Massenfunktion.
Dividieren wir (2.12) durch dV; und integrieren von einer unteren Schwelle
M, uber die Masse,

o
N(> M(),Z) = " dM Nhalo(Ma Z), (213)
0
so erhalten wir die Anzahl der Halos pro mitbewegten Volumen bei der Rotver-
schiebung z mit Massen grofier als My. Die Funktion N (> My, z) hingt vom
kosmologischen Modell und den Eigenschaften des Powerspektrums ab.

In Figur 2.1 zeigen wir N(> My, z) als Funktion der Masse M, fiir die
Rotverschiebungen z = 0,0.3,0.7 und 1 fiir fiinf Kosmologien. Die Figur ver-
deutlicht, daf} die nichtlineare Entwicklung stark vom kosmologischen Modell
abhingt.
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Figur 2.1: Die Anzahl der Halos pro mitbewegtem Volumen mit einer
Masse > Mj (definiert in Gleichung (2.13)) als Funktion von M, fiir die
Rotverschiebungen z = 0,0.3,0.7 und 1 fiir jeweils fiinf Kosmologien, die
durch die Linienarten gekennzeichnet sind.

2.2.2 Nicht-Gaufischer Dichtekontrast

Willick (1999) hat eine auf der Poissonverteilung basierende, von einem Para-
meter A abhingende, nicht-Gauflsche Wahrscheinlichkeitsverteilung konstruiert.
Der Parameter A reguliert die Abweichung von einer Gauflverteilung. Verwen-
det man diese Wahrscheinlichkeitsverteilung im P /S-Formalismus, so kann der
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Einfluf} einer nicht-Gaufschen Verteilungsfunktion auf die rdumliche Dichte der
Halos studiert werden.

Betrachten wir eine Poissonverteilung mit Erwartungswert A und diskreter
Zufallsvariable n,

m
— A e—)\

P(n=m) = ) (2.14)

m!
die die Wahrscheinlichkeit angibt, einen Wert n = m zu finden. Die Dispersion
der Verteilung (2.14) ist v/X. Wir interpretieren n als reelle Zahl und fithren ei-
ne neue Zufallsvariable z = (n — X)/v/X ein. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von z, die wir mit ¥, (z) bezeichnen, ist eine modifizierte Form der Verteilung
(2.14), die so verschoben und skaliert ist, daf ihr Mittelwert verschwindet und
die Dispersion gleich eins ist. Die explizite Form fiir ¥(z) ergibt sich, wenn
wir in (2.14) m = v/Az + X setzen und die so erhaltene Gleichung durch Mul-
tiplikation mit v/A neu normieren. Die Fakultit im Nenner von (2.14) wird fiir
reelle Zufallsvariable durch die Gammafunktion I'(-) ersetzt. Man erhilt auf

diese Weise
)\f/\x+>\+0.5e—,\

Tale) = P(\F/\x+/\+1)'

Die Funktion (2.15) ist fiir > —(v/X + 1/3/X) definiert. Die Verteilung (2.15)
weicht fiir kleine A betréichtlich von einer Gaufverteilung ab, und nihert sich
dieser fiir wachsende A (siehe Figur 2.2). Die nicht-Gauische Wahrscheinlich-
keitsverteilung hat im Vergleich zu einer Gaufiverteilung einen zu positiven
Werten hin ausgedehnten Fliigel. Deshalb treten die seltenen Ereignisse (die
wir mit massereichen Objekten identifizieren) mit hoherer Wahrscheinlichkeit
als in einer GauBverteilung auf. Wir erwarten somit eine gréflere Anzahl von
Halos fiir einen nicht-Gaufischen Dichtekontrast.
Wenn wir die Statistik des Dichtekontrasts durch (2.15) festlegen,
Or

P(or) = o (R) T, (@> , (2.16)

(2.15)

dann fiithren uns die gleichen Argumente wie im Abschnitt 2.2.1 auf die folgende,
modifizierte Form der kosmischen Massenfunktion,

20fv Oerit(2) ‘da(M)‘ A(&m(Z)
M o%(M) | dM o(M)

wobei der Faktor fy durch

Nli\alo(Ma Z) dM dv’c =

) dM dV,, (2.17)

fo = [2 /0 ¥ de \If)\(x)]_l (2.18)

gegeben ist.

Die Berechnung der Massenfunktion (2.17) erfordert die Spezifizierung der
von )y abhingenden Normierung og des Powerspektrums fiir nicht-Gauflsche
Dichtefelder.

Borgani et al. (1999) haben die Anzahldichte massereicher Galaxienhaufen
mit Rotverschiebung z < 0.1 aus Beobachtung der Rontgenstrahlung von Ga-
laxienhaufen bestimmt (siehe Rosati et al. 1995 und Rosati et al. 1998). Fordert
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Figur 2.2: Die normierte Wahrscheinlichkeitsdichte (2.15) fiir A = 1,3,5
und 10 im Vergleich mit einer Gauflschen Verteilungsfunktion, die durch
die durchgezogene Linie gekennzeichnet ist. Mit abnehmendem A, d.h.
mit zunehmender Abweichung von einer Gauflverteilung, verstirkt sich

die Ausprigung des asymmetrischen Fliigels zu groflen positiven Werten
hin.

man, da} die P/S Theorie die beobachtete Anzahldichte von Galaxienhaufen
fiir verschiedene €y reproduzieren soll, ergibt sich folgende Fitformel fiir die
og — Qo Relation,

o5 = (0.58 £ 0.06)Qf~O-470-16%0) (2.19)

(siehe Figur 2.3, durchgezogene Linie).

Die Herleitung der Relation (2.19) beruht auf einem Gaufischen Dichtekon-
trast. Fiir nicht-Gauflsche Dichtefelder erwartet man einen anderen Zusammen-
hang zwischen og und €.

Diese Funktion kann man berechnen, indem man fordert, daf sich die be-
kannte Hiufigkeit von Galaxienhaufen mit der Masse M ~ 6 x 104 h=! Mg
bei der Rotverschiebung z = 0 fiir endliche A auch aus der modifizierten Mas-
senfunktion (2.17) ergeben muf} (sieche Willick 1999).

In Figur 2.3 zeigen wir fiir die Parameter A = 1,3,5 und 10 die auf diese
Weise berechnete, modifizierte gg — {29 Relation. Verglichen mit der Relation
(2.19) sinkt die Normierung im Falle nicht Gaufischer Dichtefelder fiir ein ge-
gebenes () fiir kleiner werdende .

In Figur 2.4 vergleichen wir die Anzahl der Halos pro mitbewegtem Volumen
bei der Rotverschiebung z in zwei rdumlich flachen Modellen, die man aus der



26 KAPITEL 2. DIE ANZAHLDICHTE...

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figur 2.3: Die og — 2y Beziehung fiir die Verteilungsfunktion (2.15) fiir
A = 1,3,5 und 10 berechnet entsprechend des im Text beschriebenen
Verfahrens. Die durchgezogene Linie ist mit der auf einer Gaufivertei-
lung beruhenden Gleichung (2.19) berechnet worden. Das kosmologische
Modell ist durch T" = 0.25 und Q¢ + Q2 = 1 spezifiziert.

P/S-Theorie (siehe (2.13)) und ihrer Modifikation erhélt. Die (2.13) entspre-
chende Funktion im modifizierten P/S-Formalismus, N)(> My, z), erhilt man,
indem man die Massenfunktion (2.12) in Gleichung (2.13) durch die modifi-
zierte Massenfunktion (2.17) ersetzt. Wie man von Figur 2.2 erwartet, erhalten
wir fiir den nicht-Gaufschen Dichtekontrast mehr massereiche Halos fiir alle
Rotverschiebungen.

2.3 Das Navarro-Frenk-White-Massenprofil

Navarro et al. (1996) (NFW) (siehe auch Navarro et al. 1997) haben Halos in N-
Korper Simulationen bei der Rotverschiebung z = 0 identifiziert und deren ge-
samte Entwicklung erneut mit erhohter Massenauflosung verfolgt. Die Messung
der numerisch erzeugten, sphérisch gemittelten Massendichte hat ergeben, dafl
das Massenprofil von Halos mit Massen im Intervall 3x 101 My < M < 10 M,
durch eine einfache, universelle Fitformel beschrieben werden kann, deren Form
unabhingig vom Powerspektrum des Dichtefeldes und den kosmologischen Pa-
rametern ist. Die von einem Fitparameter, der charakteristischen Dichte d,
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Figur 2.4: Wir vergleichen die Anzahl der Halos pro mitbewegtem Volu-
men mit einer Masse > My als Funktion von My fiir einen Gauflschen
Dichtekontrast (diinne Linien) mit einem nicht-GauBschen (dicke Linien)
fiir die Rotverschiebungen z = 0,0.3,0.7 und 1 fiir jeweils zwei Kosmolo-
gien, die durch die Linienarten gekennzeichnet sind. Das EdS-Modell ist
durch Q¢ = 1,Q4 = 0 und I' = 0.25 spezifiziert und das ACDM-Modell
ist durch die Parameter Qy = 0.3,Qx = 0.7 und I' = 0.25 festgelegt.
Die Normierung im Falle des GauBschen Dichtekontrasts wird mit (2.19)
berechnet. Fiir nicht-Gaufische Dichtefelder bestimmen wir die Normie-
rung mit der in Figur 2.3 gezeigten Funktion og(\). Die nicht-Gaufische
Verteilungsfunktion ist durch A = 1 festgelegt.

abhingende Fitformel ist durch

3H? Q c
o(r) = ﬁ (1+2)° Q(Z) r/rs(1 +1/15)2

(2.20)

gegeben. Die von der Rotverschiebung abhingende Dichte Q(z) ist durch Glei-
chung (1.13) bestimmt. Die Masse Myyy (im Rest der Arbeit kurz M) eines
Halos wird iiblicherweise durch den Virialradius 799 einer Sphére definiert, die
eine Uberdichte von 200 x Ocrit enthilt. Der Faktor 200 ergibt sich aus der
sphérischen Kollapstheorie. In dieser Theorie wird gezeigt, daf ein virialisier-
tes Objekt eine Dichte hat, deren Betrag 200 mal der Dichte des Universums
zur Kollapszeit t., ist (siehe z.B. Padmanabhan 1995). Die Konzentration ¢
eines Halos ist als Verhéltnis des Virialradius r9gg zum Skalenradius rg definiert.
Somit ist der Skalenradius durch 75 = r999/c gegeben. c ist eine Funktion der
charakteristischen Dichte.
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d. nimmt in allen von NFW betrachteten Kosmologien mit wachsender Ha-
lomasse ab. Diese Tatsache ist eine natiirliche Folge der hierarchischen Struk-
turentwicklung - weniger massereiche Objekte kollabieren frither und haben
deshalb eine hohere Dichte. Ausgehend von diesem Modell der Strukturent-
wicklung kann man ein Modell entwickeln, das die Massenabhéngigkeit von §,.
erklirt. In dem Modell wird jedem Halo, der bei der Rotverschiebung z iden-
tifiziert wurde, eine Kollapsrotverschiebung z.,n zugeordnet. z.on wird als der
Zeitpunkt definiert, wenn die Hélfte der Halomasse in Materieklumpen enthal-
ten ist, die massereicher sind als ein Teil f der Halomasse zum Zeitpunkt z.
Diese Definition von zg fithrt im Rahmen des von Lacey & Cole (1993) er-
weiterten P/S-Modells, in dem die zeitliche Entwicklung eines Halos analytisch
beschrieben wird, auf die folgende Gleichung fiir die Kollapsrotverschiebung,

erfe 5crit(zcoll) - 5crit (z) — %’ (2.21)

V2(c?*(fM) — 0?(M))
wobei erfc[-] die komplementére Fehlerfunktion ist. Die lineare mittlere qua-
dratische Dichtefluktuation o (M) berechnen wir mit der Formel (A.7) und der
kritische Dichtekontrast dcrit(z) wurde in Gleichung (2.11) definiert.
Um die charakteristische Dichte eines Halos der Masse M und der Rot-

verschiebung z zu berechnen, nehmen NFW an, daf§ é.(M, z) proportional zur
Dichte des Universums bei der Rotverschiebung 2. ist,

0c(M, z) = C(f) Q(2)

HLI(Mf)] t (2.22)

142

Zeoll hiingt entsprechend (2.21) von der Masse des Halos und der Konstanten f
ab. Die Proportionalitidtskonstante C(f) wird von NFW so bestimmt, daf§ die
in den Simulationen gemessene Massendichte durch (2.20) approximiert werden
kann.

Die Rotverschiebung z.; kann iterativ aus (2.21) bestimmt werden. Da
erfc[0.477]=0.5 gilt, erhalten wir folgende Gleichung,

Ocrit (Zeoll) 6244 (2zeon)s ) Dot (2,0, )
Jerit (2) 62 (Q(z), Q) D (Zcon, R0, Q)
0.477
— R 2 _ o2
R E) V2002(f M) - o2(M)]. (2.23)

Setzen wir die aus (2.23) bestimmte Kollapsrotverschiebung in (2.22) ein,
so kénnen wir die Massendichte (2.20) fiir einen Halo der Masse M, der bei der
Rotverschiebung z identifiziert wurde, berechnen. Zur Berechnung der Massen-
dichte verwenden wir die von NFW empfohlenen Werte C' = 3410 und f = 0.01,
da diese am besten die numerischen Ergebnisse reproduzieren.

Die Berechnung der charakteristischen Dichte eines Halos hingt von den
kosmologischen Parametern und den Eigenschaften des Powerspektrums ab.



Kapitel 3

Schwache kosmische Scherung

Die kosmische Scherung beschreibt den integrierten Gravitationslinseneffekt von
Masseninhomogenitidten entlang einer Sichtlinie auf eine Population von Hin-
tergrundgalaxien. In der vorliegenden Arbeit werden nur schwache Gravitati-
onsfelder betrachtet, die keine starken Linseneffekte, wie stark verzerrte Bilder
von Hintergrundgalaxien oder Mehrfachbilder von Quellen erzeugen koénnen.
Der Einfluf$ schwacher Gravitationsfelder zeigt sich in einer kleinen Anderung
der Form einer Hintergrundgalaxie. Da die Verzerrungen der Galaxienbilder
sehr klein sind und die intrinsische Form einer Quelle nicht bekannt ist, muf}
man eine grofie Anzahl von Hintergrundgalaxien mit einer intrinsischen Ellipti-
zitdtsverteilung betrachten. Der schwache Gravitationslinseneffekt manifestiert
sich dann als Netto-Elliptizitit in der als zufillig angenommenen Quellenellip-
tizitdtsverteilung.

Wir werden in diesem Kapitel kurz den schwachen Linseneffekt, den eine
Gravitationslinse verursacht, beschreiben und dann zeigen, wie man die erhalte-
nen Relationen auf eine kosmologische Materieverteilung verallgemeinern kann.
Eine umfassende und strenge Darstellung der Gravitationslinsentheorie findet
man in Schneider et al. (1992), Narayan & Bartelmann (1997) und Bartelmann
& Schneider (1999b).

3.1 Der schwache Gravitationslinseneffekt

Eine einzelne Gravitationslinse (z.B. ein Galaxienhaufen) wird durch ihre in
eine Ebene projizierte Massenverteilung beschrieben. Diese Ndherung der Linse
durch eine Linsenebene ist gerechtfertigt durch die im Vergleich zur Entfernung
der Linse vom Beobachter kleine Ausdehnung der Linse. Die durch Projekti-
on der dreidimensionalen Massenverteilung erhaltene Oberflichenmassendichte
(), wobei 9 die Winkelkoordinate in der Linsenebene ist, wird iiblicherwei-
se durch Skalierung mit der kritischen Oberflichenmassendichte Y .; in einer
dimensionslosen Form angegeben,

3(9) . Z D

Ecrit ’ crit — R DdDds .
Man nennt die dimensionslose Oberflichenmassendichte x auch Konvergenz. In
(3.1) bezeichnen Dg, D4 und Dys die in Kapitel 1 eingefithrten Winkelentfer-

k(9) =

(3.1)

29
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Quellebene
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Dol ¢ Linsenebene

Beobachter

Figur 3.1: Ein aus Beobachter, Linsen- und Quellenebene bestehendes
Gravitationslinsensystem. Lichtstrahlen, die von einer Quelle mit der Po-
sition 77 ausgesendet werden, erfahren durch die Massenverteilung in der
Linsenebene eine Ablenkung um den Winkel &. Ein Beobachter nimmt
die Quelle an der scheinbaren Position € am Himmel wahr (die Figur ist
aus Erben 1997).

nungen zur Quelle (source), zur Linse (deflector) und von der Linse zur Quelle.
Entsprechend der Definition der Winkelentfernungen héngt die Konvergenz von
den Rotverschiebungen der Linse und der Quelle, sowie von den kosmologischen
Parametern ab.

Die Linsengleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen der Position
7 einer Quelle in der Quellenebene und der scheinbaren, durch den Linseneffekt
erzeugten Position £ in der Linsenebene. Die Linsengleichung erhilt man aus
der geometrischen Anordnung eines aus Beobachter, Linsen -und Quellenebene
bestehenden Gravitationslinsensystems (siehe Figur 3.1). Aus dem Strahlensatz
ergibt sich die Linsengleichung,

0= % ¢ - Dy 6(8), (3.2)

die eine Abbildung von der Linsen- in die Quellenebene darstellt. Wenn man die
skalierten Groflen 8 = n/Dg, ¥ = £€/D4 und a(¥) = Dys&(&(13))/Ds einfiihrt,
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kann die Linsengleichung in dimensionslosen Winkelkoordinaten geschrieben
werden,

B =19 - a9). (3.3)
Der skalierte Ablenkwinkel a(1) ist durch die Konvergenz bestimmt,
1 2gr sany 90
aWL—WAﬂdﬂﬁW)w_ﬂw. (3.4)

Lokale Eigenschaften einer Gravitationslinse konnen durch ein Skalarpotential
1
¢wy:—/'¥wqumm—W| (3.5)
T JR?

beschrieben werden, das dem Gravitationspotential der Oberflichenmassen-
dichte entspricht. Der Ablenkwinkel folgt aus (3.5) durch Gradientenbildung,
a(¥) = V(). Aus dem Skalarpotential (3.5) kann man durch Differentiation
die beiden grundlegenden Groflen der Linsentheorie, die Konvergenz und die
komplexe Scherung -y, herleiten,

K(9) = %("p,ll + ,22) (3.6)

und

Y1 (F) = %(Tﬁ,n —¥92), 12(9)=v%12=v9, vy=m +ir. (3.7)

Y5, 1,j = 1,2, bezeichnet die zweiten Ableitungen des Skalarpotentials nach
der Winkelkoordinate .
Lokale Eigenschaften der Linsengleichung sind durch die Jacobimatrix

_9B
09
der Abbildung (3.3) gegeben. Die Jacobimatrix (3.8) kann mit den Gleichungen
(3.4) - (3.7) durch die Konvergenz und die Scherung ausgedriickt werden,

A(W) = ( I=k=m ) (3.9)

-2 1—-rk4+m

10 cos2¢  sin2¢
={-x) ( 01 ) — < sin2¢ —cos2¢ )’

wobei wir die Darstellung v = |y|e'?? verwendet haben. Die Schreibweise (3.9)
der Jacobimatrix macht die Bedeutung der Wortwahl fiir x (Konvergenz) und ~y
(Scherung) klar. Wenn man eine kreisformige Quelle betrachtet, dann fokussiert
die Konvergenz Lichtstrahlen isotrop, was zu einer Vergréflerung des Kreisra-
dius’ fithrt. Die Scherung, die eine Anisotropie in die lokale Linsenabbildung
einfithrt, deformiert den Kreis proportional zum Betrag |y| in der Richtung ¢
in eine Ellipse.

Wenn die Scherung und die Konvergenz sehr klein sind, k < 1, |y| < 1,
sprechen wir vom schwachen Gravitationslinseneffekt. Wie schon erwihnt, be-
steht die Wirkung des schwachen Linseneffektes in einer kleinen Verzerrung des

A(9) (3.8)
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Bildes einer Hintergrundgalaxie. Um diese Verzerrung messen zu kénnen, mufl
man die geometrische Gestalt des Bildes quantifizieren. Wir benutzen hier die
durch die zweiten Momente des Oberflichenhelligkeitstensors definierte kom-
plexe Elliptizitit, um die Form der Bilder der Galaxien zu beschreiben (siehe
z.B. Tyson et al. 1990 und Kaiser & Squires 1993).

Sei I(19) die Oberflichenhelligkeit eines Galaxienbildes an der Stelle . Wir
nehmen an, dafl die Galaxienbilder isoliert sind, so dal wir I(¢) in groflen
Abstinden vom Zentrum des Bildes

5. L0 alI9)] 9
=T all9)

messen konnen. g7[I ()] ist eine frei wihlbare Filterfunktion. Definieren wir z.B.
qr[I(9)] = H(I — Ly,), wobei H die Heavisidsche Treppenfunktion ist, dann ist
9 das Zentrum des Gebietes, das durch die begrenzende Isophote I = I;, um-
schlossen wird. Wenn die Filterfunktion fixiert ist, kann man den Oberflichen-
helligkeitstensor

(3.10)

J 40 qr[I(O))(%: — ) (0 —b3) .
o= . i,je{1,2), 3.11
@ [0 0/[1(0)] Jetta, B
definieren. Die Grofle eines Bildes kann mittels der zwei Invarianten des sym-
metrischen Tensors (3.11) beschrieben werden. Definieren wir die Gréfie durch

w = (Q11 Qa2 — Q%2 (3.12)

dann ist die Fliche des Bildes proportional zum Raumwinkel, der von der
begrenzenden Isophoten umschlossen wird, wenn ¢;[I(¥)] eine Treppenfunk-
tion ist. Die Form eines Bildes quantifizieren wir durch den komplexen Ellipti-
zitdtsparameter

_ Q11 — Q22 + 2iQ12
Q1 + Q22 + 2(Q11 Q22 — Q%,)1/?

von Schneider (1995) und Seitz & Schneider (1997), der fiir Quellen mit ellipti-
schen Isophoten mit Achsenverhéltnis r < 1 so definiert ist, dal der Betrag der
komplexen Quellenelliptizititen e durch |e| = (1 —r)/(1 4+ r) und der Phasen-
winkel durch den doppelten Ortswinkel der Hauptachse gegeben ist. Fiir nicht
kritische Linsen ist die komplexe Bildelliptizitit € durch die intrinsischen Quel-
lenelliptizititen € und die reduzierte Scherung g = /(1 — k) bestimmt (siche
Seitz & Schneider 1997),

€

(3.13)

B e® +g
1 + g*e(s) ’
Wir nehmen im Folgenden an, dafl der Betrag der intrinsischen Elliptizitdten
aus der Verteilung

(5)[2
ps(|e®]) = : exp (—%) (3.15)

o2 [1 — exp <—a€_2)] o¢

bestimmt werden kann, wobei o, die Dispersion der intrinsischen Elliptizitats-
verteilung ist. Der Phasenwinkel der Elliptizitit wird zufillig gewdhlt. Da die

¢ (3.14)
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Verteilung (3.15) (¢®)) = 0 impliziert, ergibt sich fiir schwache Linseneffekte,
d.h. g = v, folgende Gleichung fiir die mit der Elliptizitétsverteilung der Quel-
len gemittelte komplexe Elliptizitdt (siehe Schramm & Kayser 1995 und Seitz
& Schneider 1997),

(e) 7. (3.16)

Entsprechend Gleichung (3.16) ist (¢) die Netto-Elliptizitit der Bilder einer Po-
pulation von Hintergrundgalaxien mit verschwindender mittlerer intrinsischer
Elliptizitit, die durch den schwachen Gravitationslinseneffekt erzeugt wurde.

3.2 Lichtausbreitung in einem schwach inhomogenen
Universum

Die Lichtausbreitung in schwach inhomogenen Universen ist von vielen Autoren
untersucht worden (siehe z.B. Blandford et al. 1991 und Seitz et al. 1994). Wir
werden hier der Notation von Bartelmann & Schneider (1999b) folgen.

Wir betrachten ein Biindel von Lichtstrahlen, dessen geometrischer Quer-
schnitt auf dem Weg von der Quelle zum Beobachter von kleinen Materiein-
homogenitéiten durch den schwachen Linseneffekt verzerrt wird. Wihlen wir
innerhalb des Biindels einen Referenzstrahl, dann kann der Ort der sich beim
Beobachter schneidenden Lichtstrahlen durch ihren Winkel ¥ zum Referenz-
strahl beschrieben werden. Wenn (9, w) die transversale mitbewegte Entfer-
nung eines Strahls vom Referenzstrahl in der radialen mitbewegten Entfernung
w vom Beobachter ist, dann wird die lokale Anderung der Form des Biindels
durch eine Bewegungsgleichung fiir (¥, w) beschrieben. Physikalisch ist die
Ausbreitung des Biindels durch die homogene, isotrope Hintergrundgeometrie
und die Stérke der Materieinhomogenitéten, die durch ihr Gravitationspotential
®(xz(9,w), w) gegeben ist, determiniert.

Um eine Bewegungsgleichung fiir (1, w) zu erhalten, betrachtet man die
Ausbreitung von Lichtstrahlen in einem homogenen und schwach inhomogenen
Universum getrennt. Die Kombination der beiden so erhaltenen Bewegungsglei-
chungen beriicksichtigt sowohl den Einflufl der Kriimmung des Hintergrundmo-
dells als auch Storungen durch kleine Masseninhomogenititen.

In einer allgemeinen Raum-Zeit wird die Ausbreitung von Lichtstrahlen
durch die Geoditengleichung bestimmt. Aus dieser folgt die Bewegungsglei-
chung fiir die transversale physikalische Entfernung & zweier Lichtstrahlen in
einem diinnen Biindel,

(12_§ =TE¢ (3.17)

dx? ’ )
wobei A der affine Parameter und T die optische Gezeitenmatrix ist. Die Matrix
T ist durch den Ricci-Tensor und den Kriimmungstensor von Weyl bestimmt
(siehe Seitz et al. 1994). Sie beschreibt die lokale Anderung der Form des Quer-
schnitts eines Strahlenbiindels. Ahnlich wie die Jacobimatrix der Linsenabbil-
dung kann T in zwei Anteile zerlegt werden, die isotrope und anisotrope Ande-
rungen des Querschnitts verursachen (siehe Seitz et al. 1994). Spezialisieren wir
(3.17) auf das in Kapitel 1 eingefiihrte Hintergrundmodell, d.h. berechnen wir
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die Matrix T mit der in Abschnitt 1.1 festgelegten Metrik, und transformieren
den affinen Parameter auf die mitbewegte Entfernung w, erhalten wir aus (3.17)
folgende durch die rdumliche Kriimmung K festgelegte Bewegungsgleichung fiir
z(9,w) =a ! £(9,w),

d’z

Die Losung von (3.18) ist durch die mitbewegte Winkelentfernung fx (w) (siehe
Kapitel 1) gegeben, (¥, w) = fx(w) 9.

Um das inhomogene Universum zu beschreiben, betrachten wir kleine In-
homogenititen, |®| < 1, die sich mit Geschwindigkeiten |v| < ¢ bewegen und
deren Gravitationspotential sich auf Skalen dndert, die klein sind im Vergleich
zur Kriimmungsskala des Hintergrundmodells. Lokal ist unter diesen Annah-
men die erste Ordnung der post-Newtonschen Niherung der Minkowski-Metrik
giiltig (siehe z.B. Misner et al. 1973),

28 20
ds? = (1 + c—2> cdt? — (1 — c—2> di?, (3.19)

wobei d/ eine euklidische rdumliche Metrik beschreibt. Die gesuchte Bewegungs-
gleichung fiir (¥, w) ergibt sich nun aus der Giiltigkeit des Prinzips von Fer-
mat, welches das Verschwinden der Variation des optischen Lichtweges [ di n
fordert, wobei n = 1 — 2®/c? der einer Inhomogenitit zugeordnete, lokale Bre-
chungsindex ist, der aus (3.19) folgt. Wir erhalten
2

- v (3.20)
wobei V| Differentation bzgl. der Komponenten von x bedeutet.

Die lokale Ablenkung eines Lichtstrahls in einem schwach inhomogenen Uni-
versum ergibt sich aus der Kombination der Differentialgleichungen (3.18) und
(3.20),

d’z

2

wobei wir annehmen, dafl w()) in einem inhomogenen Universum die gleiche
Form wie in einem homogenen, isotropen Modell hat.
Eine formale Losung von (3.21) ist durch

z(9,w) = fg(w) 9 (3.22)
_C%/o dw' fx(w—w') (V. ®[z(I,w'),w'] — V ®z(0,w),w'])

gegeben (siehe z.B. Bartelmann & Schneider 1999b).

Eine Quelle mit dem radialen Abstand w vom Beobachter und der mitbe-
wegten Entfernung & vom Referenzstrahl hat ohne Lichtablenkung die Winkel-
position 8 = z/fx(w). Ahnlich zu dem Vorgehen in Abschnitt (3.1) kénnen
wir den schwachen kosmologischen Linseneffekt durch die Jacobimatrix

0B 1 Oz

Adw) =55 = 15 55 (3.23)
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der Abbildung (3.22) beschreiben. Deren Elemente sind durch Differentiation
von (3.22) gegeben,

Ay (9,w) = & — 2 /Ow duw’ fr(w ;Klz')fK(w') B [ (8, w), '] Ay (9, w).

c? w)
(3.24)

Die Gleichungen (3.24) und (3.23) sind nicht explizit 16sbar, da die rechte
Seite von (3.24) von der Losung abhingt.

Da wir nur schwache Gravitationsfelder betrachten, kénnen wir die Losung
nach @ entwickeln, z(9,w) = 3%, 2™ (¥, w), wobei (™) durch die n-te Po-
tenz von ® bestimmt ist. Entwickeln wir A in dhnlicher Weise und beriicksich-
tigen nur Terme die linear in ® sind, so erhalten wir

Ag(0,m) = 85— o [ awr el fKu(]){K( %) & 4lficlw)o ). (3.26)

und

= fx(w) @ (3.26)
__/ dw' fK wl) (VJ_Q)[fK('wI)'ﬂ’w’] - VJ_(I)[CU(O,U]I)”U)I]) .
Diese Nidherung entspricht der Integration der zweiten Ableitungen des Poten-

tials entlang des ungestorten Lichtstrahls.
Da die A;; symmetrisch sind, kénnen wir ein Skalarpotential

(9, w) = c%/owd  fr(w fK“(’){K( ) &1t (w)9, ] (3.27)

definieren, Aj; = 6;; — ¥ ;;, mit dem man wie im Abschnitt 3.1 die Konvergenz
und Scherung durch die zweiten Ableitungen von (3.27) definieren kann. Wir
nennen die auf diese Weise berechnete Konvergenz effektive Konvergenz, keg, da
sie durch Projektion einer kontinuierlichen Massenverteilung zwischen dem Be-
obachter und der Quelle bestimmt ist. keg ist die Grofle, die durch die Messung
der kosmischen Scherung bestimmt werden kann. Mit der dreidimensionalen
Poisson Gleichung

3HE

2a

die das Fluktuationspotential ® und den in Kapitel 1 definierten Dichtekontrast
0 verbindet, kann man die effektive Konvergenz in der Form

Vi = s, (3.28)

Kef (9, w) =

3H2Q, / qu T =) @) Afr@)d ] o)
0

2c? Jre(w) a(w')

schreiben, denn in der oben eingefiithrten Naherung verschwindet das w-Integral
iiber ® 33. Entsprechend (3.29) ist keg der mit einer Kombination von Winke-
lentfernungen entlang des Referenzstrahls gewichtete Dichtekontrast. w bezeich-
net in (3.29) die mitbewegte Entfernung zu den Quellen. Die Quellen kénnen
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unterschiedliche, durch eine Verteilungsfunktion G(w) bestimmte, Entfernun-
gen zum Beobachter haben. Fiir diesen Fall fithren wir eine tiber G(w) gemittelte
effektive Konvergenz ein,

wy

Ref () = dw G(w) Keg (¥, w). (3.30)

0
wy ist die mitbewegte Entfernung zum Horizont, der durch 29 = oo in Glei-
chung (1.16) definiert ist. Setzen wir (3.29) in (3.30) ein und vertauschen die
Integrationsgrenzen, so erhalten wir

2 WH _
Rer(9) = 2550 [ du W(w) fic(w) W, (3.31)
wobei das Fenster W (w) durch
= _ [ n fr(W' —w)
W(w) = ; dw’ G(w') @) (3.32)

gegeben ist.
Im Rahmen dieser Arbeit verwenden wir die von Brainerd et al. (1996)
eingefiihrte normierte Verteilungsfunktion

p(2) = _b__ 2% exp [—i]ﬂ (3.33)
"HOMME
fiir die Rotverschiebungen der Quellen, wobei G(w) dw = p,(z) dz gilt. Die
mittlere Rotverschiebung von (3.33) ist proportional zu 2y und hiingt von dem
Parameter (# ab, der angibt, wie schnell die Verteilung zu héheren Rotver-
schiebungen hin abfillt. Wir verwenden in dieser Arbeit die Werte g = 1.5
und zyp = 1. Fiir diese Parameterwerte ist die mittlere Rotverschiebung durch
(z) = 1.505z gegeben.

3.3 Das Powerspektrum des projizierten Dichtekon-
trasts

Um die Notation nicht zu iiberladen, schreiben wir im Folgenden einfach (1)
bzw. &(s) fiir den gemittelten, effektiven projizierten Dichtekontrast im Orts-
bzw. Fourierraum.

Der Dichtekontrast § ist ein homogenes, isotropes Zufallsfeld mit Power-
spektrum Pj(k) (siehe Abschnitt 1.2.2). Entsprechend (3.31) ist x eine lineare
Funktion von é, d.h. der projizierte Dichtekontrast wird auch durch ein homo-
genes, isotropes Zufallsfeld beschrieben. Wir kénnen somit das Powerspektrum
der effektiven Konvergenz als

(R(8)k*(s")) = (2m)? dp(s — &) P.(s) (3.34)

definieren.
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In Limber (1953) ist eine Gleichung hergeleitet worden, die die Zweipunkt-
korrelationsfunktion eines dreidimensionalen Feldes mit der des projizierten,
zweidimensionalen Feldes verkniipft. Kaiser (1992) (siehe auch Kaiser 1998)
hat die Gleichung von Limber (1953) im Fourierraum formuliert und auf den
Dichtekontrast und seine Projektion angewendet. Das Ergebnis der Berechnun-
gen von Kaiser (1992) ist eine Beziehung zwischen dem Powerspektrum Pj des
Dichtekontrasts und dem Powerspektrum P, der effektiven Konvergenz (3.31),

Py(s) :Z (%)4 02 OwH dw VZ%) Ps ( fK?w);w>’ (3.35)

wobei W (w) durch (3.32) gegeben ist. Die Gleichung (3.35) wird unter der Vor-
aussetzung hergeleitet, daf} sich das Powerspektrum Ps nur wenig auf Zeitskalen
dndert, die der Lichtlaufzeit iiber die gréBten signifikanten Massenfluktuationen
entsprechen. Weiterhin wird angenommen, daf} die typische Entfernung zu den
Quellen viel grofer ist als die Skala der grofiten Massenfluktuationen.

In Figur 3.2 zeigen wir das projizierte Powerspektrum (3.35) fiir fiinf kos-
mologische Modelle. Das Powerspektrum des Dichtekontrasts haben wir fiir die
lineare und die nichtlineare Evolution des Dichtefeldes berechnet. Dabei ha-
ben wir das von Hamilton et al. (1991) eingefiihrte nichtlineare Powerspektrum
in der von Peacock & Dodds (1996) angegebenen Form verwendet. Auf klei-
nen Winkelskalen, d.h. fiir grofle s Werte, erhoht die nichtlineare Evolution die
Werte des Powerspektrums.



38 KAPITEL 3. SCHWACHE KOSMISCHE SCHERUNG

T Ty T T T 10-2 F T NSRRI T m
i i | X - ]
107 & / A\ E - 77N )
g E - /TGN .
C N - VARV N
) A ] I P S |
10'3 E_ _E
- 1 103 p
:/ \ ] u
~ 100 ¢ {42 L
(7)) E 4 ARY J =
= 4 AN 1 a -/
i EdS (0.6,0.25) by 4@ - \ ]
10-10 |- e - )
E oo OCDM (1,0.25) AE 104 =/ /i \\ =
C AW T :/ I ]
77777 ACDM (1,0.25) BARNE Ny \ ]
1071t A /i i
E — —EdS (1,0.25) Bt / A\
S EdS (0.6,0.5) A .
10-12 Ll ol vivid il vl R AN 10-5 Ui+ vl vl vl
102 0.1 1 10! 102 10% 104 10t 10%® 10® 104 10% 108
s s

Figur 3.2: Das in Gleichung (3.35) definierte Powerspektrum des projizier-
ten Dichtekontrasts als Funktion der Wellenzahl fiir fiinf kosmologische
Modelle. Die diinnen Kurven wurden mit dem linearen Powerspektrum
berechnet. Fiir die Berechnung der dicken Kurven haben wir das von Pe-
acock & Dodds (1996) angegebene nichtlineare Powerspektrum benutzt.



Kapitel 4

Die Aperturmasse

Die Aperturmasse ist ein statistisches Maf fiir den schwachen kosmologischen
Gravitationslinseneffekt. Sie wurde von Kaiser et al. (1994) und Schneider
(1996) als Verallgemeinerung der (-Statistik von Kaiser (1995) eingefiihrt. Die
Aperturmasse ist als rdumlich gefilterter projizierter Dichtekontrast definiert
und kann direkt durch die tangentiale Verzerrung der Bilder von Hintergrundga-
laxien gemessen werden. Die Statistik der Aperturmasse enthélt Informationen
iiber das Powerspektrum des projizierten Dichtekontrasts und die kosmologi-
schen Parameter. Eine umfassende Darstellung der Eigenschaften der Apertur-
masse findet man in Bartelmann & Schneider (1999b).

4.1 Definition

Die Aperturmasse ist als rdumlich gefilterter projizierter Dichtekontrast defi-
niert. Wir betrachten eine Apertur mit Radius § um den Punkt ¢. Fithren wir
die Filterfunktion U ein, dann ist die Aperturmasse durch

Mupl(€) i= [ @29 5(8) U(19 - C) (4.1)

definiert. Der Filter U(9) ist eine Funktion des radialen Abstands vom Aper-
turzentrum ¢ und verschwindet fiir 4 > 6. Wahlen wir eine kompensierte Fil-
terfunktion,

/O " 499 UW) =0, (4.2)

dann kann (4.1) durch die tangentiale Scherung v;(&;¢) am Ort € + ¢ relativ
zum Punkt ¢ ausgedriickt werden,

Mep(€) = [ & %€ ) QUED, (1.3

wobei

7(&¢) = —Re(y(€ + Qe *?) (4.4)

die tangentiale Komponente der Scherung am relativen Ort & = (£ cos ¢, € sin ¢)
ist. Der Zusammenhang zwischen den Filterfunktionen U und @ aus (4.1) und

39
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(4.3) ist durch die Gleichung

)
Q(ﬁ):% /0 a9 9 UW) —UW) (4.5)

gegeben, wobei QQ = 0 fiir 9 > @ gilt.

In Schneider (1996) wurde ein kompensierter Filter entwickelt, der fiir den
Nachweis von dunklen Massenkonzentrationen optimiert wurde, deren Massen-
profil durch eine singulére isotherme Sphére beschrieben wird. In dieser Arbeit
verwenden wir die einparametrige Familie von Filterfunktionen aus Schneider
et al. (1998). Diese ist durch U (¢9) = u(9/6)/6? und Q(9) = q(19/0)/6? gegeben,

wobei
2
u(z) = & Jf) (1- z2) (1%2 _ x2> (4.6)

nd (1+0)2+1)

+1)(2 +
ga) = TN 2 g2y, (47)
u(z) = 0 und ¢(z) = 0 fir z > 1. Die so definierten Filter erfiillen (4.2) und
4.5). Im Rest der Arbeit setzen wir [ = 1.

4.2 Signal-zu-Rausch-Verhiltnis

Die Aperturmasse kann aus Beobachtungsdaten mit den gemessenen tangentia-
len Elliptizitdten von Hintergrundgalaxien abgeschitzt werden. Einen Schétzer
filr M, erhalt man aus der diskreten Darstellung der Aperturmasse (4.3). Um
den Schitzer zu definieren, betrachten wir N Hintergrundgalaxien. Sei 4; + ¢,
i € [1,N], die Koordinate der i-ten Hintergrundgalaxie relativ zum Punkt ¢
und ¢; ihre Elliptizitdt. Analog zu (4.4) definieren wir die tangentiale Ellipti-
zitét e;(9;; €) der i-ten Galaxie,

€i(9:;¢) = —Re (61'(191' +¢) 6_2i¢i) ; (4.8)

wobei ¢; der Polarwinkel von ¥; ist.
Das Integral (4.3) kann nun als diskrete Summe iiber die Galaxien geschrie-
ben werden,

Mop(€) = = 3 eu::€) Qi) (4.9

wobei n die Anzahldichte der Hintergrundgalaxien ist. Der mit der Verteilung
(3.15) berechnete Erwartungswert von (4.9) verschwindet ohne Linseneffekt,
(M,p) = 0. Die diskrete Dispersion o4 von M,,(¢) erhalten wir durch quadrieren
von (4.9) und anschlieBender Mittelung mit (3.15). Man erhilt

2
08 = 5.5 2 Q(9)), (4.10)

wobei wir benutzt haben, dal die Korrelation der tangentialen Elliptizitdten
verschiedener Galaxienbilder verschwindet, (egeq;) = 0 fiir 7 # j, da angenom-
men wird, dafl die Orientierungen der Galaxienbilder statistisch unabhéingig
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sind. o, ist die Dispersion der intrinsischen Elliptizititsverteilung (3.15). Wir
setzen (|e|?) = (|¢*|?) = o2. Der Faktor 1/2 ergibt sich aus der Tatsache, daf
die Dispersion einer Komponente der Elliptizitat 1/ v/2 mal der Dispersion der
komplexen Elliptizitét ist, (eyer) = 0¢/2-

Das diskrete Signal-zu-Rausch-Verhiltnis (kurz S/R-Verhiltnis) am Ort ¢
ist durch das Verhiltnis von (4.9) zu (4.10) gegeben,

Mwp(€) _ V2 ¥ ei(9i:€) QUU:l) _
oa  Oe [y, Q(|9:)]"?

Wenn man (4.10) mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung der rdumlichen Position
der Galaxien mittelt, erhélt man die kontinuierliche Dispersion

Sa(€) = (4.11)

2 T

c(g) =

02 0

o ‘ / d9 9 Q*(9) (4.12)
n Jo

(siehe Schneider 1996). Das Integral (4.12) kann fiir die durch (4.7) gegebe-

ne Filterfunktion @) analytisch berechnet werden. Man erhilt, in praktischen

Einheiten geschrieben,

n ~1/2 /5. 0 -1
—o0o016(—"™ — ) . 4.1
oc(0) = 0.016 (30 arcmin2) <0-2> (1 arcmin) o)

Wir benutzen im Rest der Arbeit die Werte g, = 0.2 und n = 30 Galaxien pro
Quadratbogenminute. Diese Werte sind aus Beobachtungen gewonnen worden
(sieche Brainerd et al. 1996).

Um ein kontinuierliches S/R-Verhiltnis zu erhalten, bilden wir den Mittel-
wert von (4.9) mit der Verteilungsfunktion (3.15). Um die Notation zu vereinfa-
chen, setzen wir { = 0. Man erhilt fiir die Ndherung des schwachen Linseneffekts

(Mapha = = 3" 7(91) Q94 (414

Mitteln wir (M,p)q iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der raumlichen Po-
sition der Galaxien, erhalten wir

0
(Map)e(0) = 2 [ a0 9 (30)(9) Q(0), (2.15)

wobei (7;)(?) die iiber den Polarwinkel gemittelte Scherung ist (siche Schneider
1996). Mit (4.12) und (4.15) definieren wir das kontinuierliche S/R-Verhiltnis,

(Map)e(6)

Sc(0) = 2e(0)

(4.16)

4.3 Das NFW-Modell der Aperturmasse

Wir berechnen in diesem Abschnitt die Aperturmasse fiir ein Halo, dessen Mas-
sendichte durch das universelle NFW-Profil (siche Abschnitt 2.3) beschrieben
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wird. Da die Aperturmasse durch die projizierte Massendichte definiert ist, inte-
grieren wir das NFW-Profil (2.20) entlang der Sichtlinie, wobei wir annehmen,
daf} sich entlang jeder Sichtlinie jeweils nur ein Halo befindet. Wir erhalten so
die zweidimensionale, radial symmetrische Oberflichenmassendichte eines Ha-
los (siehe Bartelmann 1996),

2
20) = gro (1+2)° g nd £ (7). (417)

—
8

flz) = (4.18)

— —2__ arctan

Vz2-1
0s = 15/Dgq ist der Skalenradius in Winkelkoordinaten. Die Konvergenz, also
das Verhiltnis von (4.17) zur kritischen Oberflichenmassendichte Y., ergibt
sich als

%(9)

K(9, 24, 25) = = = ko f (g) , (4.19)

8
—_

1 1—\/%?arctanh li_—x o<1
z2 -1 1

wobel
Qq H? 5 DyDgys

Q) * @ D,
Die Konvergenz in der Form (4.19) hingt von den Rotverschiebungen der Quel-
len (z5) und der Halos (z4) ab. Analog zum Vorgehen im Abschnitt 3.2 (siehe
Gleichung (3.30)) mitteln wir die Konvergenz (4.19) mit der Verteilung (3.33),

K)():3(1—|-Z)3

. (4.20)

K(9,24) = /dzS p2(2s) K(9,24,25) = Ko | (g) , (4.21)
S
wobei kg = [ dzg p,(25) Ko-

Wir kénnen nun die Aperturmasse (4.1) durch Einsetzen von (4.21) berech-
nen. Da die Konvergenz (4.21) und die Filterfunktion U radial symmetrische
Funktionen sind ist es giinstig, in (4.1) Polarkoordinaten einzufithren. Um die
so erhaltene Gleichung zu vereinfachen setzen wir ¢ = (¢,0) fiir die radiale
Entfernung vom Halozentrum. Wir erhalten fiir ( < 0,

0—¢ T 0+¢ Pmax
Map(¢) =2 l /0 49 9 K(9) /0 46 Ua) + | "9 9 (9) /0 dg U(w)]
(4.22)
und fir ¢ > 6,
C"‘e P max
M) =2 [ a9 x(9) / d¢ U(x), (4.23)
= 0
wobei
T = \/192 + (% — 29Ccos(¢), Pmax = arccos w (4.24)
}) max 2"9C . -

Die ¢-Integration in (4.22) und (4.23) kann analytisch berechnet werden,
wéhrend die verbleibende ¥-Integration numerisch bestimmt wird.
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In Figur 4.1 zeigen wir die Aperturmasse (4.22) fir fiinf Kosmologien
als Funktion des Abstandes vom Halozentrum fiir ein Halo der Masse M =
105 Mg /h, der bei der Rotverschiebung zq = 0.3 identifiziert wurde. Die Fil-
tergrofle ist 2 Bogenminuten.

Die Aperturmasse My, (¢) hingt von der Halomasse M, seiner Rotverschie-
bung z4 und dem Filterradius § ab. Weiterhin mufl man zur Berechnung von
M, (¢) ein kosmologisches Modell und das Powerspektrum festlegen.

0.3F ~ T ]
; EdS (0.6,0.25) -
o EdS (1.0,0.25) -
) EdS (0.6,0.5)
e _ _ __ OCDM (1.0,0.25)]
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Figur 4.1: Die Aperturmasse (definiert in Gleichung (4.22)) als Funktion
des radialen Abstands ¢ vom Halozentrum fiir fiinf kosmologische Model-
le. Die Halomasse ist 10'® Myh~! und die Rotverschiebung zq = 0.3. Der
Filter hat einen Radius von # = 2 Bogenminuten.

4.4 Statistische Eigenschaften der Aperturmasse

Die in diesem Abschnitt zusammengefassten Eigenschaften der M,,-Statistik
wurden in Schneider et al. (1998) und Kruse & Schneider (1999b) untersucht.
Die Statistik der Aperturmasse ist durch die des Dichtekontrasts definiert. Die
héheren Momente der M,,-Statistik, wie z.B. ihre Dispersion und ihre Schief-
heit, hingen vom Powerspektrum des projizierten Dichtekontrasts und vom
kosmologischen Modell ab.
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4.4.1 Die Dispersion der M,,-Statistik

Um die Notation zu vereinfachen, plazieren wir die Aperturmasse in das Zen-
trum der Massenverteilung des Halos,

/ 429 k(9) U(|9)). (4.25)

Die Dispersion der Aperturmasse ist durch (712\/Iap (0) = (MZ,(0)) — (Map(0))? ge-
geben, wobei wir iber Realisierungen des Dichtefeldes mitteln. Der Mittelwert
der Aperturmasse verschwindet, da M, als gefilterter projizierter Dichtekon-
trast definiert ist. Somit erhalten wir fiir die Dispersion von M,

(M2,(0)) = / 429 U (9) / 429" U(9') (k(9)r(8")) (4.26)
= [@9vw) [@vw) [ (‘21 ‘;2 explis(9 — 9')] Pa(s)

_ 27r/ ds s Py (/ dﬂﬁU(ﬁ)Jo(sﬁ)>2.

Im ersten Schritt haben wir benutzt, dafl das Powerspektrum die Fouriertrans-
formierte der Zweipunktkorrelationsfunktion ist. Die Besselfunktion Jy erhilt
man durch die Winkelintegrationen in 49 und ¥'.

Wenn man in (4.26) die Filterfunktion (4.6) fiir [ = 1 einsetzt, kann man
die ¥-Integration ausfithren und erhéalt

(M2,(0)) = 2 / T ds s Pu(s) [1(s0)2, (4.27)
0

wobei
12

I(n) =— 77_2 Ja(n)- (4.28)

Um die Vorteile der Aperturmasse als eng lokalisiertem Ma#f fiir das Powerspek-
trum P, zu verdeutlichen, betrachten wir als Vergleich die von Blandford et al.
(1991) eingefiihrte mittlere Scherung, in der die Scherung iiber eine Kreisfliche
mit Radius € mit einem ‘Top-Hat’ Filter gewichtet wird,

5(0) := mng / a2 ~(9). (4.29)

Die Dispersion dieser Statistik ist durch
o
(3PO) =2n [ ds s Puls) lrn(s0)” (4.30)

gegeben. Die Filterfunktion in (4.30) ist

Itu(n) = J;(:)- (4.31)

In Figur 4.2 vergleichen wir die Filter (4.28) und (4.31). Der Filter (4.28) hat ein
lokales Maximum an der Stelle n ~ 4 und erlaubt somit eine genaue Messung
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Figur 4.2: Wir vergleichen die Filterfunktionen (4.28) (durchgezogene Li-
nie) und (4.31) (gepunktete Linie). Die starke Oszillation der Filterfunk-
tionen fiir grofle 7 ist auf die Besselfunktionen zuriickzufiithren.

des Powerspektrums durch (4.27) fiir die Wellenzahl s ~ 4/6. Bartelmann &
Schneider (1999a) haben gezeigt, da§ der Filter (4.28) in guter Niherung durch
eine Deltafunktion dargestellt werden kann. Somit wird die Aperturmasse zu
einem direkten Maf} fiir das Powerspektrum des projizierten Dichtekontrasts.
Der Top-Hat Filter ist im Fourierraum weit weniger lokalisiert. Deshalb ergibt
die Messung von (4.30) ein iiber einen grofieren Bereich von Wellenzahlen ge-
mitteltes Powerspektrum.

In Figur 4.3 zeigen wir die Standardabweichung der Aperturmasse und der
mittleren Scherung als Funktion des Filterradius fiir fiinf Kosmologien. Pj(s)
wurde mit dem linearen und dem nichtlinearen Powerspektrum (siehe Hamilton
et al. 1991, Jain et al. 1995 und Peacock & Dodds 1996) des Dichtekontrasts
berechnet. Die Standardabweichung der Aperturmasse spiegelt den Verlauf des
projizierten Powerspektrums (siehe Figur 3.2) wider. Die Ursache dafiir ist das
lokale Maximum des Filters (4.28). Die Verwendung des nichtlinearen Power-
spektrums verschiebt das Maximum von /(MZ2,(6)) zu kleineren Skalen und
erhoht die Werte im Vergleich zu denen, die mit dem linearen Powerspektrum
berechnet wurden. \/(|7]%(6)) ist eine monoton fallende Funktion des Filterra-
dius. Wegen der Breite des Filters ist diese Statistik weniger durch das nichtli-
neare Powerspektrum beeinfluit, da groflere Skalen, die der linearen Evolution
folgen, in der Berechnung der Standardabweichung beriicksichtigt werden. Auf
kleinen Skalen ist die Standardabweichung der mittleren Scherung betréichtlich
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Figur 4.3: Die Standardabweichungen der Aperturmasse (oberes Fenster)
und der mittleren Scherung (unteres Fenster) fiir fiinf kosmologische Mo-
delle als Funktion des Filterradius’. Die diinnen Kurven entsprechen der
linearen Evolution des Powerspektrums, und die dicken Kurven wurden
mit dem nichtlinearen Powerspektrum berechnet.
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grofler als die der Aperturmasse. Dieser Unterschied ist auf die Eigenschaften
der Filter (4.28) und (4.31) zuriickzufiihren (siehe Figur 4.2). Wihrend (4.28)
fiir einen gegebenen Aperturradius lokal kleinere Skalen verstérkt, ist der Filter
(4.31) empfindlich fiir einen weiten Bereich grofierer Skalen.

4.4.2 Die Schiefheit der Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Aperturmasse

Wir hatten angenommen, dafl der anfingliche Dichtekontrast § durch ein Gauf-
sches Zufallsfeld beschrieben werden kann (siehe Abschnitt 1.2.2). Wéhrend
der zeitlichen Entwicklung von § erhilt die Wahrscheinlichkeitsverteilung des
Dichtefeldes durch den Gravitationskollaps nicht-Gaufische Eigenschaften. Die-
se zeigen sich in einer unteren Schranke von § = —1 und einem zu positiven
Werten von ¢ hin ausgedehnten Fliigel der Verteilungsfunktion. Man bezeich-
net den asymmetrischen Fliigel auch als Schiefheit der Verteilung. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der effektiven Konvergenz (3.29) hat die gleichen nicht-
Gaufischen Eigenschaften wie die des Dichtefeldes, da keg eine lineare Funktion
von ¢ ist (siehe z.B. Bernardeau et al. 1997, Jain & Seljak 1997 und Schneider
et al. 1998).

Die Schiefheit der Verteilungsfunktion von M, ist proportional zur Drei-
punktkorrelationsfunktion der Aperturmasse und wird durch

(M3(0))

SO) =11z @y

(4.32)

definiert (siche Schneider et al. 1998), wobei (M2, (0)) durch (4.26) gegeben ist.

(M3,(0)) erfordert die Berechnung der Dreipunktkorrelation der Konvergenz
(vergleiche mit (4.26)). Mit Gleichung (3.31) kénnen Korrelationsfunktionen der
Konvergenz auf die des Dichtekontrasts zuriickgefiihrt werden. Diese konnen im
Rahmen der quasilinearen Theorie der Strukturentwicklung berechnet werden
(siehe Bernardeau et al. 1997 und Schneider et al. 1998). Die Berechnung von
(4.32) ist sehr umfangreich und wird fir den weiteren Verlauf der Arbeit nicht
benotigt. Aus diesem Grund skizzieren wir hier nur die Idee zur Berechnung der
Schiefheit und verweisen auf Schneider et al. (1998), wo die Rechnung detailliert
dargestellt ist.

Im Folgenden werden wir die Dreipunktkorrelationsfunktion des Dichtefel-
des im Rahmen der Stérungstheorie fiir § berechnen. Dazu entwickeln wir den
als klein angenommenen Dichtekontrast, § = 61 4+ 62 + . mit §V)(k,w) =
D, (w)g(()l) (k), wobei 5(()1) (k) die linear extrapolierte Dichtestorung und D (w)
der lineare Wachstumsfaktor ist (siehe Abschnitt 1.2.1).

Setzt man diese Entwicklung in die Kontinuitétsgleichung und die Eulerglei-
chung (siehe 1.2.1) ein, so kann man eine Losung fiir jede Entwicklungsordnung
angegeben, die durch die niedrigeren Ordnungen ausgedriickt wird. So erhilt
man fiir die zweite Ordnung,

d3k’

oy Uk 6V (k — K'Y F(K' k— k'),  (4.33)

5§ (k,w) = D2 (w) |
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wobei

5 1/ 1 1 2 [z - y)?
o B T T I . 4.34
@) [7+2<|w|2+|y|2)"” Pepp) Y

(siehe z.B. Fry 1984).

Wir berechnen die Dreipunktkorrelationsfunktion des Dichtekontrasts im
Fourierraum durch Einsetzen der Entwicklung fiir 6 und beriicksichtigen nur
die niedrigste Ordnung. Benutzt man die Darstellung (4.33) und beachtet, da8
561) (k) durch ein GauBsches Zufallsfeld beschrieben wird, so erhilt man (siehe
Schneider et al. 1998),

81HENE [wn W3(w)D (w)

3
<Ma,p(0)> 87!'66 0 dw W (435)
x / d%s; P ( f;(lw)) I(510) / d%sy P ( fKS(Qw)) 1(520)
x I(|s1 + s2|0) F(s1,82).

Die Wichtungsfunktion W (w) ist in Gleichung (3.32) definiert. Der Filter I(x)
ist durch (4.28) gegeben und P(s) ist das in Abschnitt 1.2.2 definierte linea-
re Powerspektrum des Dichtefeldes. Die Funktion F'(s1,s2) ist durch (4.34)
gegeben.

In Figur 4.4 zeigen wir S(#) in Abhingigkeit vom Aperturradius 6 fiir vier
Kosmologien. Entsprechend Gleichung (4.26) ist (M2, (#)) proportional zur Nor-
mierung des Powerspektrums. Da (Mg, (0)) nach Gleichung (4.35) proportional
zum Quadrat der Normierung von P(s) ist, hingt die Schiefheit S(#) nicht
von der Amplitude des Powerspektrums ab. Aus diesem Grund sind die Frei-
heitsgrade der Schiefheit im Wesentlichen durch die kosmologischen Parameter
bestimmt. Da das projizierte Powerspektrum (3.35) von Q2 abhiingt ergibt sich
mit (4.26), daB S(#) niherungsweise proportional zu Q5" ist. Deshalb ist die
Schiefheit in kosmologischen Modellen mit niedrigem Qg grofler als fiir die EAS-
Modelle. Fiir festes 5 und wachsendes Q5 fallen die Werte der Schiefheit.

Die positiven Werte der Schiefheit fiir einen grolen Bereich von Filterradien
sind ein Indikator fiir einen ausgedehnten Fliigel der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von M,,. Wir werden im néchsten Abschnitt einen analytischen Ausdruck
angeben, der diesen Fliigel beschreibt.

4.4.3 Der nicht-Gauflsche Fliigel der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der Aperturmasse

Wir berechnen in diesem Abschnitt die kumulative Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung (KWV) P(> M,p,0) der Aperturmasse. P(> M,,,0) ist die Wahrschein-
lichkeit, einen Wert grofler als M,;, zu finden, wenn der Filter den Radius ¢ hat.
Dabei beschrinken wir uns auf Werte von M, die viel grofler als opy,, sind.
Wir nehmen an, daf} die groBen Werte der Aperturmasse von kollabierten Ob-
jekten verursacht werden. Da die Anzahldichte massereicher Halos stark vom
kosmologischen Modell abhingt, erwarten wir, dal die relative Haufigkeit der
seltenen Ereignisse in der Verteilung von M,, zur Einschridnkung der kosmolo-
gischen Parameter benutzt werden kann.
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Figur 4.4: Die Schiefheit der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Apertur-
masse (definiert in Gleichung (4.32)) als Funktion des Aperturradius fiir
vier kosmologische Modelle. S() ist unabhingig von der Normierung des
Powerspektrums. Somit ergeben die beiden EdS-Modelle mit demselben
Form-Parameter I' die gleichen Kurven.

Die hier vorgestellte Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(> M,p, ) beruht
auf der Annahme, dafi die Anzahldichte kollabierter Objekte durch die P/S-
Theorie (siche Abschnitt 2.2) und deren Massendichte durch das NFW-Profil
(siehe Abschnitt 2.3) beschrieben werden kann (siehe Kruse & Schneider 1999b).

Wenn wir einen Halo der Masse M und der Rotverschiebung z4 betrachten,
sowie den Filterradius  fixieren, dann kann einem Schwellenwert M, eindeutig
ein Abstand ¢ = ((Map, 0, M, z4) zugeordnet werden, wenn wir die Aperturmas-
se bis zu ihrer ersten Nullstelle betrachten, denn M, ist in diesem Bereich eine
monoton fallende Funktion des Abstandes vom Halozentrum (siehe Figur 4.1).
Kleineren Abstinden als ( entsprechen Werte der Aperturmasse, welche den
Schwellenwert M, iiberschreiten. Das bedeutet, dal der Abstand ¢ den Radius
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eines Wirkungsquerschnitts
0(Map, 0, M, 24) == 1 (*(Map, 0, M, zq) (4.36)

definiert, der die effektive Fliche fiir Linseneffekte beschreibt, die in einer Aper-
turmasse > M, resultieren. Der Wirkungsquerschnitt (4.36) ist ungleich null,
wenn die Aperturmasse, die im Halozentrum gemessen wird, groer als der ge-
gebene Schwellenwert M, ist.

Die Fliche (4.36) beschreibt den Linseneffekt eines Halos. Wir nehmen nun
an, daBl die Anzahl der Halos pro mitbewegtem Volumen und Masseninter-
vall durch die Press-Schechter-Massenfunktion Ny (M, z) dM dV, gegeben ist
(siehe Gleichung (2.12)). Multiplizieren wir Npa10(M,z) dM dV; mit (4.36), so
erhalten wir die Wahrscheinlichkeit, im Volumen dV; und im Massenintervall
dM eine Aperturmasse > M,, zu finden,

AP (> Myp,0) = Nyaio(M, 2) 0(Map, 0, M, z4) dM dV,. (4.37)

Man erhilt die KWV der Aperturmasse, wenn man die Wirkungsquerschnitte
einer Halopopulation in einem gegebenen Raumwinkel aufsummiert, d.h. die
Funktion (4.37) iiber das Volumen und die Masse integriert. Wir fithren sphéri-
sche Polarkoordinaten fiir das physikalische Volumen dV,, = dV, (1+2) 2 (siehe
Abschnitt 1.1) ein,

dzd

dV., = D2(z4) dD dD - & %
p d(zd) p(zd)7 P(zd) HO E(Zd)(l—i-Zd)’

(4.38)
wobei die Funktion E(zq) duch Gleichung (1.21) gegeben ist, und erhalten fiir
die KWV,

c 24)°
P M) = o [azlEAE Dy

X /dM Nhalo(Ma zd) O'(Map,o, M, Zd). (439)

Die Massenintegration in (4.39) wird von einer unteren Grenze M; iiber den
gesamten Massenbereich ausgefiihrt. Fiir Massen M < M; verschwindet der
Wirkungsquerschnitt (4.36).

In Figur 4.5 zeigen wir die Wahrscheinlichkeit P(> M,p, 0) fiir die Filter-
radien 8 = 2,4,6 und 10 Bogenminuten als Funktion der Aperturmasse fiir
fiinf verschiedene Kosmologien. Den Aperturmassenbereich [Mp,2M,] haben
wir so gewahlt, daB8 der Anfangswert einem S/R-Verhiltnis von fiinf entspricht,
M() == 50’C(0).

Entsprechend der Figur folgt der Logarithmus von P(> M, ) ndherungs-
weise einer linearen Funktion in M,,. Somit kann die KWV durch ein Expo-
nentialgesetz approximiert werden, das wir in der Form

(Map - MO)]

C

P(> M,p,0) = po exp [— (4.40)

schreiben. py and c sind Fitparameter, wobei py die Wahrscheinlichkeit ist, eine
Aperturmasse grofer als My zu finden. Wir bestimmen die Fitparameter, indem
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Figur 4.5: Die Wahrscheinlichkeit P(> M,p,0) (definiert in Gleichung
(4.39)) als Funktion der Aperturmasse fiir die Filterradien 6 = 2,4,6
und 10 Bogenminuten fiir fiinf kosmologische Modelle, die wie in Figur
4.1 bezeichnet sind. Der Aperturmassenbereich entspricht einem S/R-
Verhiltnis-Intervall S, € [5,10].

wir annehmen, daf§ der Logarithmus von P(> M,p,0) im Intervall [My,2M)]
durch eine Gerade beschrieben werden kann. Berechnet man die Wahrschein-
lichkeit P(> M,p,0) mit der Fitformel (4.40), so ergibt sich eine Abweichung
von den mit (4.39) berechneten Kurven in Figur 4.5 die < 3 Prozent ist.

Aus dem analytischen Ausdruck (4.40) fiir die KWV der Aperturmasse kann
durch Differentiation nach M,, und Division durch py die normierte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir Aperturmassen > M,, bestimmt werden,

1 d
5( M. = = P(> M,,,0
p( a-p) pO dMap (> ap» )‘
- e [_M] (4.41)
C C

P(M,p) beschreibt den nicht-Gaufischen Fliigel der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von M,, und enthilt somit Informationen iiber die von den kosmologi-
schen Parametern abhidngende nichtlineare Evolution des Dichtekontrasts. Da
die Fitformeln (4.40) und (4.41) durch die Parameter py and c festgelegt sind,
enthalten diese alle Informationen iiber das Powerspektrum und die Kosmologie.
Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, wie man diese Information quantifizieren
kann.
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4.4.4 Einschrinkung kosmologischer Modelle

Wenn wir auf einem Beobachtungsfeld die tangentialen Elliptizitdten von Hin-
tergrundgalaxien messen und mit diesen eine zweidimensionale M,,-Karte be-
rechnen, konnen wir die Wahrscheinlichkeit P(> M,p, §) bestimmen. Wir wol-
len in diesem Abschnitt der Frage nachgehen, ob es moglich ist, durch Messung
von P(> M,,,0) die kosmologischen Parameter einzuschrinken. Zur Beant-
wortung dieser Frage leiten wir eine Likelihood-Funktion her, mit der wir mit-
tels einer Maximum-Likelihood-Methode Konfidenzbereiche im Parameterraum
{po, ¢} berechnen. Die Konfidenzbereiche geben an, wie verlilich die kosmolo-
gischen Modelle mit der Wahrscheinlichkeit P(> M, #) eingeschrankt werden
konnen (siehe Kruse & Schneider 1999b).

Um eine Likelihood-Funktion zu erhalten, miissen wir eine Verteilungsfunk-
tion definieren, die die Wahrscheinlichkeit angibt, ein Ensemble Ny statistisch
unabhéingiger Aperturmassenwerte {M}_ }, i € [1, N, zu finden. Wir nehmen
im Folgenden an, da ein Beobachtungsfeld der Kantenlinge L gegeben ist.
Schneider et al. (1998) haben gezeigt, daB auf ein solches Feld Ny = (L/(26))?
statistisch unabhéingige Aperturen plaziert werden kénnen. Somit nehmen wir
an, dafl zwei Aperturen statistisch unabhingig sind, wenn ihr Winkelabstand
zwei Aperturradien betrigt. In diesem Fall ist der Korrelationskoeffizient der
beiden Aperturen kleiner als 1 Prozent. Wir nehmen an, daf die Menge {M, p}
N~ Werte von M,, enthdlt, die einen Schwellenwert M iiberschreiten. Diese
Teilmenge besteht aus Werten Mgp > My, j € [1, Ns]. Wir fragen nun nach
der Wahrscheinlichkeit N5 € [1, Nf] Werte zu finden, die einen Schwellenwert
M, uberschreiten, wenn wir Ny Aperturen haben. Wir nehmen an, daf fiir jede
der Ny Aperturen das Ereignis M,, > My mit der Wahrscheinlichkeit py auf-
tritt. Dieser Zufallsprozess wird offentsichtlich durch eine Binomialverteilung
beschrieben,

N>
Um die Parameter py und c abschitzen zu kénnen, benétigt man Beobachtun-
gen, die eine groffe Anzahl von Aperturen mit M,, > Mj ergeben, d.h. es mufl
N5 > 1 gelten. Insbesondere ist der Fitparameter ¢ vollstindig unbestimmt,
wenn N5 = 0 gilt. Die Verteilung (4.42) ist so normiert, dafl die Summation
iiber N5 € [0, 0] eins ergibt. Da wir nur Realisierungen von (4.42) fiir N5 > 1
betrachten wollen, mufi P(N~|N¢,py) neu normiert werden,

Nt ,
P(N5|Ng,po) = ( ) Py (1—po)Nei N> (4.42)

N
f > P(Ns|Ng,po) =1, (4.43)
N>=1
wobei )
——— 4.44
I =TT =™ 4

Die Wahrscheinlichkeit, N5, Aperturen mit M,, > M, zu finden, die durch die
Verteilung (4.41) beschrieben werden, ist durch die Likelihood-Funktion

>
L(Mzip’ Mzﬁ])> |p07 ) - N>|Nf7p0 H (445)
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gegeben. Aus (4.45) kénnen Maximum-Likelihood-Schétzungen fiir beide Fitpa-
rameter bestimmt werden. Wenn wir diese Schitzungen mit (¢, pg) bezeichnen,
dann ergibt sich durch Differentiation von (4.45) beziiglich ¢, py und anschlie-
Bender Maximumsbestimmung

1 &
e=1— D My, — M (4.46)
> j=1
und N
po = Fj (4.47)

Beide Schatzungen haben eine anschauliche Bedeutung: ¢ ist die Abweichung
des Mittelwertes der N5 Aperturen vom Schwellenwert My und pg ist, wie er-
wartet, die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine Apertur mit M,, > My zu finden. Es
muf} gezeigt werden, dafl die Schéitzungen (4.46) und (4.47) erwartungstreu sind,
d.h., daf ihr Mittelwert beziiglich der Likelihood-Funktion (4.45) den wahren
Fitparametern entspricht. Wir fithren den Operator

Ne N> o . .
PO =5 Y @f) n (o) T [ and, (i) (X) (4.48)
No—1 > i=1 /Mo

ein, dessen Anwendung auf eine Zufallsgrofie X den Ensemble-Mittelwert ergibt.
Wenden wir (4.48) auf (4.46) und (4.47) an, ergibt sich

(¢) =P(¢) = c und (po) = P(po) = po/f- (4.49)

Entsprechend der zweiten Gleichung ist py ein erwartungstreuer Schitzwert,
wenn f = 1 gilt. Wir betrachten im Folgenden nur Werte von pg und Ny, die
f = 1 gewihrleisten, da sonst die Anzahl Ny der Aperturen nicht grof genug ist,
um die Parameter genau bestimmen zu kénnen. Wenn diese Bedingung verletzt
ist, k6nnen die Fitparameter mit der hier vorgestellten Methode nicht verlifilich
berechnet werden.

Wir miissen weiterhin untersuchen, ob die Schitzungen (4.46) und (4.47)
miteinander korreliert sind, d.h. wir miissen den Mittelwert des Produktes von
¢ und po bestimmen,

(¢ po) =P(¢ po) =cpo [ (4.50)
Da wir f =~ 1 vorausgesetzt haben, sind die Parameterschitzungen nicht korre-
liert. In den weiteren Rechnungen setzen wir f = 1.

Da (4.46) und (4.47) nicht korreliert sind, werden die Fehler der Schitzungen

durch die Dispersionen

Tpo = \/ (B3) — (o)? (4.51)
und
e = /(%) — (é)? (4.52)

beschrieben. Die Berechnung der Dispersionen erfordert die Anwendung des
Operators (4.48) auf die quadrierten Schitzungen (4.46) und (4.47). Dies ergibt

N¢
(@) =¢ <1+ > P(Ni,po) N;1> (4.53)

N> =1
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und

(p3) = %’f(l — po) + p2. (4.54)

Verwenden wir (4.49), erhalten wir fiir die Dispersionen

N¢
oe=c | Y P(N>|Ni,po) N3* (4.55)
N>=1

Tpo = 4/ pﬁof(l — Po). (4.56)

Die Dispersionen (4.55) und (4.56) verringern sich, wenn die Feldgréfie L
anwéichst, da auf groBeren Feldern mehr Aperturen plaziert werden konnen.
Wir sehen dieses Verhalten fiir (4.56) unmittelbar, da o5, o< (v/Nr)~'. Um das
Fallen von ¢z mit wachsendem Nt zu sehen, benutzen wir eine Rekursionsformel,
um die Binomialverteilung fiir ein gegebenes N~ zu berechnen. Deren Anfangs-
wert C(1) = Nipo(1 — po) Vi1 fillt schnell fiir wachsende Ny und deshalb auch
die Summe in (4.55).

Die Dispersionen (4.55) und (4.56) sind durch die von der Kosmologie
abhéingenden Mittelwerte ¢ und py und die Anzahl der Aperturen Nt bestimmt.
Ny ist durch die FeldgroBe und den Filterradius definiert. Durch Variation von
L und @ kénnen die Dispersionen minimiert werden, um einen signifikanten
Unterschied zwischen den kosmologischen Modellen zu erreichen. Die Mittel-
werte ¢ und pgy enthalten Informationen iiber die Rotverschiebungen der Linsen
und der Quellen. Somit kann auch diese Information genutzt werden, um die
kosmologischen Parameter einzuschrinken.

In Figur 4.6 zeigen wir die durch Kreuze bezeichneten Mittelwerte ¢ und
po und ihre Dispersionen fiir vier kosmologische Modelle. Die Mittelwerte jedes
kosmologischen Modells mit ihren Dispersionen werden fiir die Filterradien 6 =
1,2,3 und 5 Bogenminuten jeweils fiir die Feldgréflen L = 5 und L = 10 Grad
gezeigt. Der Schwellenwert My ist durch ein S/R-Verhiltnis von 5 und den
Filterradius festgelegt. Wenn wir die Feldgrdfle L verdoppeln, verringern sich
die Dispersionen beider Fitparameter, wie erwartet, um die Hélfte. Das COBE
normierte EdS-Modell (siehe Figur 4.5) haben wir in Figur 4.6 nicht gezeigt,
da die Wahrscheinlichkeit py in diesem Modell um einen Faktor 5 grofler als
die der anderen Modelle ist. Wie schon von Figur 4.5 zu erwarten war, ist das
EdS(1,0.25) Modell eindeutig von den anderen Kosmologien unterscheidbar. Die
Differenzen zwischen den einzelnen Modellen hingen stark vom Filterradius
ab. Fir § = 1 Bogenminute sind das EdS(0.6,0.25) und das OCDM Modell
signifikant von den anderen Modellen unterscheidbar, wenn man das gréere
Feld verwendet. Mit wachsendem Filterradius werden die Unterschiede zwischen
den EdS(0.6,0.5), ACDM und OCDM Modellen geringer. Das EdS(0.6,0.25)
Modell hingegen bleibt weiterhin unterscheidbar.

In Figur 4.7 zeigen wir den Einfluss der Linsen- und Quellenrotverschiebung
auf die Dispersionen der Fitparameter. Als Referenz benutzen wir das obere
linke Fenster aus Figur 4.6 fiir L = 10 Grad.

und
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Figur 4.6: Die Fitparameter des Exponentialgesetzes (4.40) (mit Kreuzen
bezeichnet) und ihre 1-o Fehlerellipsen, die durch die Gleichungen (4.55)
und (4.56) definiert sind, fiir die Filterradien # = 1,2,3 und 5 Bogenmi-
nuten fiir vier kosmologische Modelle. Der S/R-Verhiltnis Schwellenwert
ist fiir alle Fenster S, = 5. Die Halorotverschiebungen sind aus dem Inter-
vall zg € [0,1]. Den diinnen bzw. dicken Kurven entspricht eine Feldgrofie
von L = 5 Grad bzw. L = 10 Grad. Wir haben die Verteilungsfunkti-
on (3.33) fiir die Parameterwerte zp = 1 und 8 = 1.5 benutzt, um die
Rotverschiebungen der Quellen zu bestimmen.

Wenn wir nur Halos mit Rotverschiebungen aus dem Intervall z4 € [0.6,1]
betrachten, erhalten wir das obere rechte Fenster in Figur 4.7. Im Vergleich
zum Referenzfenster ist das EAS(0.6,0.5) Modell nun von den Kosmologien mit
niedrigem Dichteparameter unterscheidbar. Der Grund dafiir ist die stirkere
Evolution der Massenfunktion bei hohen Rotverschiebungen in diesen Modellen.
Das EdS(0.6,0.25) Modell wird nicht gezeigt, weil die Wahrscheinlichkeit pgy in
diesem Modell so klein ist, da§ der Wert von f (siehe Gleichung (4.44)) von eins
abweicht. Wir erhalten in diesem Fall f ~ 2. Somit sind die Dispersionen der
Fitparameter nicht mehr durch (4.55) und (4.56) gegeben, da deren Ausdruck
unter der Annahme f =1 hergeleitet wurde.

Im unteren linken Fenster werden nur Halos mit niedrigen Rotverschiebun-
gen betrachtet, zg € [0, 0.4]. Alle betrachteten Kosmologien sind unterscheidbar.
Der Unterschied zwischen dem OCDM- und ACDM-Modell ist auf die mit ab-
nehmender Rotverschiebung zunehmende Differenz zwischen den Massenfunk-
tionen der Modelle zuriickzufiihren.

Im verbleibenden Fenster haben alle Quellen die gleiche Rotverschiebung
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Figur 4.7: Das obere linke Fenster ist dasselbe wie in Figur 4.6 fiir L = 10
Grad. Die restlichen Fenster ergeben sich durch Anderung der Rotver-
schiebungen der Halos und der Quellen. Die verbleibenden Parameter,
0, L und S, sind die gleichen wie im oberen linken Fenster. Im oberen
rechten bzw. unteren linken Fenster werden nur Halos mit Rotverschie-
bungen zg € [0.6,1] bzw. z3 € [0,0.4] betrachtet. Im unteren rechten
Fenster haben alle Quellen die Rotverschiebung zs = 3. Im oberen rech-
ten Fenster ist der Wert fiir pp im EdS(0.6,0.25) Modell so klein, daf die
Normierungskonstante f von eins abweicht. Aus diesem Grund haben wir
dieses Modell nicht gezeigt.

zs = 3. Das ist ungefiihr das Doppelte der mittleren Rotverschiebung der Ver-
teilung (3.33), die in den anderen Fenstern benutzt wurde. Die héhere Quel-
lenrotverschiebung erzeugt eine griflere Effizienz des Linsensignals. Das fiithrt
dazu, dafl die Wahrscheinlichkeit pp um einen Faktor vier im Vergleich zu den
anderen Fenstern gestiegen ist. Alle Kosmologien sind signifikant unterscheid-
bar, wenn man Quellen mit hoher Rotverschiebung betrachtet.

Wir haben in diesem Abschnitt eine Maximum-Likelihood-Methode ent-
wickelt, die auf der in 4.4.3 abgeleiteten Fitformel (4.41) fiir den Fliigel der
Wabhrscheinlichkeitsverteilung der Aperturmasse basiert. Die Methode erlaubt
eine Einschrinkung der kosmologischen Parameter.

Aus den Figuren 4.6 und 4.7 ist ersichtlich, dal man grofle, tiefe Beobach-
tungsfelder benotigt, um mit der hier vorgeschlagenen Statistik Kosmologien
signifikant unterscheiden zu kénnen.

Es wird erwartet, dafl verbesserte Methoden zur photometrischen Rotver-
schiebungsbestimmung in naher Zukunft zur Verfiigung stehen. Man kénnte so
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die Rotverschiebung der Quellen und, falls die dunklen Halos Galaxien enthal-
ten, die der Linsen bestimmen. Diese Information wiirde eine genauere Mes-
sung der Scherung erlauben, da die Konvergenz von den Winkelentfernungen
abhidngt. Weiterhin wére es moglich, die Anzahl der Halos pro Quadratgrad
in Abhéngigkeit von der Aperturmasse und der Rotverschiebung zu beschrei-
ben. Dieser funktionale Zusammenhang wiirde einen besseren Vergleich mit der
theoretischen Massenfunktion (2.12) ermoglichen, und somit die hier gemachten
statistischen Aussagen verbessern.

Die Abhéngigkeit unserer Ergebnisse von den kosmologischen Parametern
ist hauptséchlich durch die kosmologische Massenfunktion (2.12) gegeben, die
von der Masse und der Rotverschiebung der Halos abhéngt. Aus diesem Grund
ist die hier vorgestellte Statistik ein direktes Maf fiir die rdumliche Dichte der
Halos.

Die Berechnungen in diesem und dem vorherigen Abschnitt basieren auf
dem Press-Schechter-Modell fiir die Anzahldichte der Halos und dem NFW-
Massenprofil. Beide Modelle basieren auf Niherungen, die die hier gemachten
Vorhersagen beeinflussen konnen. So nimmt man in der Press-Schechter-Theorie
an, dafl der Dichtekontrast durch ein Gauflsches Zufallsfeld beschrieben werden
kann und der Gravitationskollaps dem Modell der sphérischen Kollapstheorie
folgt. NF'W betrachten sphérisch-symmetrische Massenkonzentrationen.

Wir werden in Kapitel 6 die hier erhaltenen Ergebnisse mit Resultaten nu-
merischer Simulationen vergleichen und somit die Qualitit der eingefiihrten
Né&herungen iiberpriifen.
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KAPITEL 4. DIE APERTURMASSE



Kapitel 5

Messung der Anzahldichte von
Halos mit der Aperturmasse

In Schneider (1996) wird gezeigt, daB$ der schwache Linseneffekt, gemessen mit
der in Kapitel 4 eingefithrten Aperturmasse, zum Nachweis von Konzentratio-
nen dunkler Materie (Halos) benutzt werden kann. Aus numerischen Simulatio-
nen von Beobachtungsdaten ergibt sich, dal Halos mit einer charakteristischen
Geschwindigkeitsdispersion > 600 km s~ signifikant mit der Aperturmasse de-
tektiert werden konnen, wenn man tiefe Beobachtungsfelder hoher Qualitit zur
Verfiigung hat.

Reblinsky & Bartelmann (1999) haben erstmals mit der Aperturmassentech-
nik Halos in groflen N-Korper Simulationen nachgewiesen. Die Autoren haben
gezeigt, daB die Aperturmassentechnik in Bezug auf einen signifikanten Nach-
weis von Halos weniger empfindlich gegen Projektionseffekte ist als Methoden,
die auf dem Nachweis von Licht beruhen.

Seitz et al. (1998) und Erben et al. (1999) haben die Aperturmassentechnik
zur Analyse des schwachen Linseneffekts realer Daten eingesetzt. In Seitz et al.
(1998) wird mit nur 33 Hintergrundgalaxien der als schwache Gravitationslin-
se wirkende Galaxienhaufen MS15124-36 mit hoher Signifikanz nachgewiesen.
Erben et al. (1999) haben sieben Bogenminuten siidlich des Galaxienhaufens
Abell 1942 einen statistisch hoch signifikanten Nachweis fiir die Existenz einer
dunklen Massenkonzentration gefithrt. Dieses Ergebnis zeigt, dafl dunkle Halos,
die mit anderen, auf der Lichtemission beruhenden Verfahren, nicht nachweisbar
sind mit der Aperturmassentechnik gefunden werden kénnen.

Beide Beobachtungsergebnisse bestéitigen die von Schneider (1996) gemach-
ten theoretischen Vorhersagen. Es ist deshalb moglich, Halos nur aufgrund ihrer
Masseneigenschaften nachzuweisen. Der Vorteil der Aperturmassentechnik ist,
daf keine Annahmen iiber das Masse-zu-Leuchtkraft Verhiltnis gemacht werden
miissen, die bei anderen Verfahren, bei denen emittiertes Licht in verschiede-
nen Wellenldngen gemessen wird, notwendig sind. Halo-Kataloge, die durch die
Analyse von Beobachtungsdaten mit der Aperturmassentechnik erstellt werden,
konnen direkt mit theoretischen Ergebnissen, z.B. aus N-Korper Simulationen,
verglichen werden. Die zeitliche Entwicklung der Halos mit der Rotverschie-
bung hingt stark von den kosmologischen Parametern ab (siehe z.B. White

59
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et al. 1993, Eke et al. 1996, Bartelmann et al. 1998 und Borgani et al. 1999).
Aus diesem Grund ist eine Population von Halos, die nur aufgrund ihrer Masse
nachgewiesen wurden, ein wichtiger Indikator fiir das kosmologische Modell.

Wir untersuchen in diesem Kapitel die Frage, ob die Statistik von M-
Werten mit hohem S/R-Verhiltnis, die wir mit Halos identifizieren, benutzt
werden kann, um die kosmologischen Parameter einzuschrinken (siehe Kruse &
Schneider 1999a). Weiterhin vergleichen wir die Vorhersagen, die auf Gauflschen
und nicht-Gaufischen Dichtefeldern beruhen (siehe Abschnitt 2.2).

5.1 Gauflscher Dichtekontrast

Wir betrachten die Aperturmasse (4.1) fiir { = 0, d.h. wir plazieren die Apertur
mit Radius € in das Zentrum eines Halos der Rotverschiebung z4, dessen Masse
M ist. Wir verwenden M, in der durch das NFW-Profil definierten Form (siehe
Gleichung (4.22)).

In Figur 5.1 zeigen wir die Aperturmasse als Funktion der Halomasse fiir
fiinf Kosmologien. Die Rotverschiebung des Halos ist zqg = 0.3 und der Fil-
terradius § = 2 Bogenminuten. Die Aperturmasse ist eine monoton wachsende
Funktion der Halomasse. Deshalb kann man durch Invertierung eindeutig einem
gegebenen Schwellwert M, eine Masse My = My (My,, z4,6) zuordnen, wenn
man zq und 6 konstant hilt.

Da wir die Anzahldichte der mit der Aperturmassentechnik nachweisbaren
Halos berechnen wollen, benétigen wir eine Theorie, die die rdumliche Dichte
von Halos in einem gegebenen Massenbereich beschreibt. Wir nehmen an, dafl
die Anzahl der Halos mit Massen im Intervall dM, die sich im mitbewegten
Volumen dV; befinden, durch die aus der Press-Schechter-Theorie hergeleiteten
Funktion Npa0(M, z) dM dV. gegeben ist (siehe Abschnitt 2.2.1). Die Anzahl
der Halos mit Massen > M;, und somit mit Aperturmassen > Mgp, ist dann
durch

NG M3,,0) = [ dV, (1+ 20)° Glza, M, 0) (5.1)
gegeben, wobei
G(Zd, M:Spa 0) = /dM Nhalo(Ma Zd) H(Map(M7 2d; 0) - Mgp) (52)

H(z —y) ist die Heaviside Funktion. Das Integral (5.2) ist wegen des Monoto-
nieverhaltens der M,, — M Beziehung ungleich null nur fiir M > M;. Fiihren
wir wie im Abschnitt 4.4.3 Kugelkoordinaten ein, so ergibt sich

c 2q)2 ~
N Mig,0) = - [ dza S0 20 Die) Glaa Muns) (59

_ o0
(2, Map, 0) = / AM Noao(M, 24). (5.4)
Mt(MaI)rzdve)

N (> M,p,0) ist die Anzahl der Halos pro Quadratgrad, denen eine Aperturmas-
se > M, zugeordnet werden kann. Da die Aperturmasse durch die beobachtba-
re tangentiale Scherung bestimmt wird, ist die Anzahl der Halos N (> M,p, 6)
eine Observable.
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Figur 5.1: Die Aperturmasse M,p,, definiert in (4.22), fiir ¢ = 0 als Funkti-
on der Halomasse M, berechnet fiir die mit den Linientypen bezeichneten
Kosmologien. Der Filterradius ist § = 2 Bogenminuten und die Rotver-
schiebung des Halos zq = 0.3.

In den Figuren 5.2 und 5.3 zeigen wir den Integranden

c (14 29)?

"(Mer 0= 71, ")

Dg(zd) G (24, Map, 0) (5.5)
aus Gleichung (5.3) als Funktion der Halorotverschiebung fiir fiinf kosmologische
Modelle. 7(M,p, 24,0) ist die Anzahl der Halos pro Quadratgrad und Rotver-
schiebungsintervall mit Massen M > M;(Map, zq, 0). Der Filterradius ist § = 2
Bogenminuten. Wir wéhlen M,;, = 0.04 und M,, = 0.08 als Schwellenwerte fiir
die Aperturmasse. Wie man von der Entwicklung der Massenfunktion, der Vo-
lumenelemente und der Aperturmasse mit der Rotverschiebung erwartet, erhilt
man eine unterschiedliche Anzahl von Halos in den verschiedenen Kosmologi-
en. Da die Rotverschiebungsabhingigkeit der Funktion (5.5) im Wesentlichen
von der Press-Schechter-Massenfunktion bestimmt wird, ist die Entwicklung
in kosmologischen Modellen mit kritischem Dichteparameter stirker als in den
Universen mit geringerer Dichte. Weiterhin fillt die Anzahl der Halos fiir Rot-
verschiebungen > 0.3 in den Modellen mit €2p = 1 schneller als in den anderen
Modellen ab (siehe Figur 2.1). Die Abhingigkeit der Aperturmasse und der Vo-
lumenelemente von den Winkelentfernungen erhtht die Unterschiede zwischen
den Kosmologien fiir hohe Rotverschiebungen und fithrt zu einer verschwinden-
den Anzahldichte von Halos bei kleinen Rotverschiebungen. Da der Unterschied
in der Anzahl massereicher Objekte bei hohen Rotverschiebungen in den ver-
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Figur 5.2: Die Anzahl der Halos pro Quadratgrad und pro Rotverschie-
bungsintervall, definiert in (5.5), mit Aperturmasse M,, > 0.04 als Funk-
tion der Halorotverschiebung. Die kosmologischen Modelle sind wie in der
Figur 5.1 bezeichnet. Der Filterradius ist § = 2 Bogenminuten.

schiedenen Kosmologien grifler ist als fiir weniger massereiche Halos, erhalten
wir eine stiarkere Entwicklung von (5.5) fiir My, = 0.08 (vergleiche die Figuren
5.2 und 5.3).

Wenn wir (5.5) iiber die Rotverschiebung der Halos integrieren, erhalten wir
die Observable N (> My, 6). In Figur 5.4 zeigen wir N (> M,,, 6) als Funktion
der Aperturmasse fiir einen Filterradius # = 2 Bogenminuten. Die Abhéingigkeit
der Funktion N (> M,,,0) von M,, und dem Filterradius § kann folgenderma-
Ben verstanden werden. Da die Aperturmasse eine monoton wachsende Funkti-
on der Halomasse ist (siehe Figur 5.1), fallt die Anzahl der Halos N (> M,p, 0)
mit zunehmender Aperturmasse. Wenn wir den Filterradius vergroflern, wird
die Aperturmasse kleiner. Somit wichst die Halomasse M; fiir eine gegebene
Schwelle M,,. Aus diesem Grund verringert sich N(> M,,,0) fiir wachsen-
de Filterradien. Aufgrund dieses Verhaltens von N(> M,,,0) kann man einen
Filterradius 6 und einen Wert M, so bestimmen, dafl man eine hinreichend
grofle Anzahl von Halos findet, um einen Unterschied zwischen den einzelnen
Kosmologien feststellen zu kénnen.

Wenn man Beobachtungen durchfiihrt, mufl man einen Schwellenwert fiir
das S/R-Verhiltnis festlegen, der die Signifikanz von Signalen kennzeichnet.
Wir betrachten Werte von M, deren S/R-Verhéltnis S; > 5 ist, als signifikante
Signale. Reblinsky & Bartelmann (1999) haben durch numerische Simulationen
gefunden, daB fiir S; > 5 die mit der Aperturmassentechnik gefundenen Halos
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Figur 5.3: Die Figur entspricht Figur 5.2 fiir M,, > 0.08. Die Apertur-
masse ist eine monoton wachsende Funktion der Halomasse (siehe Figur
5.1). Weiterhin ist die zeitliche Entwicklung massereicher Objekte stérker,
als fiir Halos mit niedrigerer Masse. Wir erhalten deshalb, verglichen mit
Figur 5.2, eine geringere Anzahl von Halos und eine stérkere Entwicklung
in den einzelnen Kosmologien.

in guter Ubereinstimmung mit der dreidimensionalen Haloverteilung sind.

In Figur 5.5 zeigen wir die Anzahl der Halos pro Quadratgrad, deren Aper-
turmassen einem S/R-Verhiltnis > 5 entsprechen, als Funktion des Filterradius’
0. Entsprechend dieser Figur erhilt man fiir § = 2 Bogenminuten die maximale
Anzahl von Halos in allen Kosmologien. In den folgenden Rechnungen werden
wir diesen ‘optimalen’ Filterradius benutzen. Einem Radius 6 = 2 Bogenminu-
ten entspricht fiir S; = 5 eine Aperturmasse von M,, = 0.04.

Wenn man Experimente durchfiithrt, mufl der Einfluf} verschiedener Fehler-
quellen auf die Messung von M, beriicksichtigt werden. Da die Aperturmasse
durch die tangentiale Elliptizitdt der Bilder von Hintergrundgalaxien bestimmt
wird, verursacht deren intrinsische Elliptizitat einen Fehler in der Messung von
My, Dieser Fehler wird durch die Dispersion o, der intrinsischen Elliptizitéts-
verteilung quantifiziert. Die Anzahl der Quellen wird wenigstens mit einem Pois-
sonfehler behaftet sein. Weiterhin werden diffuse Massenkomponenten entlang
der Sichtlinie das Aperturmassensignal eines Halos verfilschen. In Schneider
et al. (1998) wurde gezeigt, daB o, der grofere der ersten beiden Fehler ist.
Der letztgenannte Fehler kann analytisch nicht abgeschitzt werden. Sein Ein-
flul muf durch numerische Simulationen bestimmt werden (siehe Abschnitt 6).
Wir beschreiben die durch o, verursachte Abweichung AM,, = Map — M, des
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Figur 5.4: Die Anzahl der Halos pro Quadratgrad mit Aperturmasse
groBer als M,p, definiert in (5.3), als Funktion von M,,. Die kosmolo-
gischen Modelle sind wie in der Figur 5.1 bezeichnet. Der Filterradius ist
# = 2 Bogenminuten.

wahren Wertes M,, vom gemessenen M, durch eine Gaufisverteilung,

1 AM?
Var ou(0) P <‘2 azwp)) ’ 56)

wobei 0¢(¢) durch (4.12) definiert ist. Die Experimenten zugéingliche Anzahl
der Halos pro Quadratgrad N (> M,p,#) ist dann durch die Faltung des theo-
retischen Wertes N (> M,p, #) mit der Verteilung (5.6) gegeben,

p(AMapa 9) =

N(> Map,0) = / dMyy N(> Map, 0) p(Map — Map, ). (5.7)

In Figur 5.6 zeigen wir die Observable N (> Map, ) fiir 6 = 2 Bogenminuten.
Im Vergleich mit N(> My, 0) (siehe Figur 5.4) sind die Werte von N (> My, 6)
fiir die uns interessierenden Werte von M, (z.B., M,, = 0.04,0.08) geringfiigig
hoher. Im Folgenden werden wir die Unterschiede in den Verteilungen von M,
und Map vernachlédssigen. Wenn man Vorhersagen fiir reale Beobachtungen ma-
chen mochte, mufl man die Faltung (5.7) mit der experimentell bestimmten
intrinsischen Elliptizitatsverteilung benutzen.

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob es méglich ist, durch Messung der
Observablen N (> M,;,,0) die von uns betrachteten Kosmologien zu unterschei-
den. Entsprechend den Figuren 5.4 und 5.6 ist die Anzahldichte der Halos in
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Figur 5.5: Die Anzahl der Halos pro Quadratgrad mit Aperturmasse
groBer als M,;(0) = 50.(0) als Funktion des Filterradius. Die kosmologi-
schen Modelle sind wie in der Figur 5.1 bezeichnet. Fiir § = 2 Bogenmi-
nuten erhilt man die maximale Anzahl von Halos in allen Kosmologien,
wenn man das S/R-Verhiltnis S, = 5 wihlt.

den EdS(0.6,0.25) und EdS(1,0.25) Modellen betréchtlich kleiner bzw. grofier
als in den anderen drei Kosmologien. Betrachtet man die Werte in Tabelle
5.1 fiir M,, = 0.04 sieht man, daf diese beiden Kosmologien signifikant (oh-
ne iiberlappende Poissonfehler) schon fiir ein Feld mit einer Fliche von einem
Quadratgrad von den anderen kosmologischen Modellen unterschieden werden
kéonnen. Um die Differenzen zwischen den anderen drei Kosmologien messen
zu koénnen, beno6tigt man groflere Felder. Ein 25 Quadratgrad grofles Feld, wie
es vom MEGACAM-Projekt (siehe Mellier et al. 1999) erwartet wird, ist aus-
reichend, um die verbleibenden drei Kosmologien signifikant unterscheiden zu
kénnen, wenn man M,, = 0.08 wihlt (siehe Tabelle 5.1).

Eine genauere Einschrinkung der kosmologischen Modelle kann man durch
die Verwendung von Informationen iiber die Rotverschiebungen der Halos erhal-
ten. Wenn man annimmt, daf} die Halos nicht vollstindig aus dunkler Materie
bestehen, sondern mit Galaxienhaufen identifiziert werden kénnen, kann man
mit photometrischen oder spektroskopischen Methoden die Rotverschiebungen
der Halos bestimmen. Wie wir in den Figuren 5.2 und 5.3 gesehen haben, ist
die Entwicklung der durch die Aperturmasse bestimmten Anzahl der Halos pro
Quadratgrad und Rotverschiebungsintervall stark vom kosmologischen Modell
abhingig. Diese Abhéngigkeit kann man ausnutzen, indem man Halos in be-
stimmten Rotverschiebungsintervallen betrachtet.
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Figur 5.6: Die beobachtbare Anzahl der Halos pro Quadratgrad mit Aper-
turmassen > Map, definiert in Gleichung (5.7), unter Beriicksichtigung
von Rauschen, das durch die Dispersion der intrinsischen Elliptizitats-
verteilung der Quellen gegeben ist. Die kosmologischen Modelle sind wie
in Figur 5.1 bezeichnet. Der Filterradius ist # = 2 Bogenminuten. Im
Vergleich zu Figur 5.4 ist die Anzahl der Halos leicht gestiegen.

In Tabelle 5.1 haben wir die Anzahl der Halos mit Aperturmassen gréfier
als My, = 0.04,0.08 in den Rotverschiebungsintervallen z4 € [0.15,0.4] und
z4 € [0.4, 1] berechnet. Wie man den Figuren 5.2 und 5.3 entnehmen kann, ist
die Differenz in der Anzahldichte der Halos in den verschiedenen kosmologi-
schen Modellen fiir M,;, = 0.08 am gréBten. Die EdS(0.6,0.25) und EdS(1,0.25)
Modelle sind wiederum klar von den anderen Kosmologien unterscheidbar. Das
EdS(0.6,0.5) Modell kann unter Verwendung von Rotverschiebungsinformation
besser von den Universen mit geringer Dichte getrennt werden. Ein Feld von drei
Quadratgrad wiirde ausreichen, um diesen Unterschied feststellen zu kénnen.

Die Messung der Rotverschiebung von Hintergrundgalaxien wiirde eine wei-
tere Quelle von Informationen darstellen, die man zur Unterscheidung kosmo-
logischer Modelle benutzten kann. In Figur 5.7 zeigen wir die Anzahl der Halos
fir M,, > 0.04 und @ = 2 Bogenminuten als Funktion der Rotverschiebung
der Quellen. Alle Quellen haben die gleiche Rotverschiebung zs. Die Anzahl
der Halos hingt stark von der Rotverschiebung der Quellen ab. Abgesehen von
kleinen Rotverschiebungen, z; ~ 0.6, ist diese Abhingigkeit in allen Kosmo-
logien dhnlich. Da die Anzahl der Halos fiir z; ~ 0.6 klein ist, erwarten wir
keine Einschriankungen der kosmologischen Parameter durch Messung der Rot-
verschiebungen der Quellen in dem hier betrachteten Modell.



5.1. GAUSSSCHER DICHTEKONTRAST 67

Tabelle 5.1: Die Anzahl der Halos pro Quadratgrad mit Aperturmassen M,, > 0.04
und M, > 0.08 fiir einen Filterradius § = 2 Bogenminuten. Das Rotverschiebungs-
intervall in den eckigen Klammern entspricht dem Integrationsbereich in Gleichung
(5.3). Die Zahlen in Klammern unter den kosmologischen Modellen entsprechen

(087 P)

EdS EdS EdS OCDM ACDM
(0.6,0.25) (1,0.25) (0.6,0.5) (1,0.25) (1,0.25)

N(>0.04,2") 9.42 71.66 21.66 21.44 20.92
Z4 € [0, 1]

N(> 0.08, 2') 0.47 13.00 1.23 2.46 1.74
zq4 €[0,1]

N(>0.04,2") 6.18 30.66 13.54 9.07 9.02
24 €[0.15,0.4]

N(> 0.04,2") 2.34 37.09 5.89 11.23 11.14
Z4 € [0.4, 1]

N(>0.08,2") 0.36 6.94 0.93 1.37 0.99
24 € [0.15,0.4]

N(>0.08,2") 0.06 5.29 0.17 0.97 0.71
Z4 € [0.4, 1]

Wir haben gezeigt, da8 die Statistik von M,,-Werten mit hohem S/R-
Verhiltnis experimentell realisierbare Einschrinkungen kosmologischer Model-
le liefern kann, wenn grofie und tiefe Beobachtungsfelder hoher Qualitéit zur
Verfiigung stehen. Die hier gemachten Vorhersagen werden hilfreich sein fiir
die Interpretation von Daten, die das MEGACAM Projekt liefern wird, da wir
unsere Berechnungen den technischen Parametern dieses Projektes angepasst
haben.

Unsere Berechnungen beruhen auf einigen vereinfachenden Annahmen. Das
von uns betrachtete S/R-Verhiltnis beriicksichtigt nur Rauschen von der int-
rinsischen Elliptizitdtsverteilung der Quellen. Eine schwer abschétzbare Fehler-
quelle ist durch die Beobachtungstechnik gegeben. Dazu zdhlt z.B. der Einfluf3
der Erdatmosphire auf die Form der Hintergrundgalaxien. Dieser wird durch
eine, moglicherweise anisotrope, Funktion beriicksichtigt, die iiber die Gestalt
einer Punktquelle, z.B. eines Sterns, kalibriert wird. Die Analyse der beobach-
tungstechnisch bedingten Fehler ist ein eigenstindiges Forschungsgebiet (siehe
z.B. Bonnet & Mellier 1995, Kaiser et al. 1995, Luppino & Kaiser 1997, van
Waerbeke et al. 1997, Hoekstra et al. 1998) und soll im Rahmen dieser Arbeit
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Figur 5.7: Die Anzahl von Halos pro Quadratgrad mit Aperturmasse
grofler als M,, = 0.04 als Funktion der Quellenrotverschiebung. Wir
nehmen an, daf} alle Quellen die gleiche Rotverschiebung z; haben. Die
kosmologischen Modelle sind wie in der Figur 5.1 bezeichnet. Der Filter-
radius ist # = 2 Bogenminuten.

nicht betrachtet werden.

Wir haben in diesem Abschnitt die gleichen theoretischen Modelle benutzt,
die der Berechnung des Fliigels der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Apertur-
masse (siche Abschnitt 4.4.3) zugrunde lagen. In welchem Mafe diese Annah-
men unser Ergebnis beeinflussen, wird in Kapitel 6 mit numerischen Simulatio-
nen untersucht.

5.1.1 Die Anzahldichte von Halos mit groflen Wirkungsquer-
schnitten

Wir haben im letzten Abschnitt fiir einen gegebenen Filterradius § die Anzahl
der Halos pro Quadratgrad mit einer Aperturmasse > M,, berechnet. Wenn
man die Aperturmasse auf einem Beobachtungsfeld berechnet, erhélt man eine
zweidimensionale M,,-Karte. Fixiert man den Filterradius ¢, dann entspricht
N(> M,p,0) der Anzahldichte von Werten der Aperturmasse mit Amplituden
> M. Diese Werte konnen durch Rauschen, das im Wesentlichen von den in-
trinsischen Elliptizitdten der Quellen verursacht wird, generiert werden. Man
erwartet intuitiv, dafl grofle Werte der Aperturmasse, die massereichen Ob-
jekten mit groflen Wirkungsquerschnitten entsprechen, weniger von Rauschen
beeinflufit werden als kleine Aperturmassen. Aus diesem Grund wollen wir in
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Figur 5.8: Der Radius des Wirkungsquerschnitts, den man aus Gleichung
(4.22) erhilt, als Funktion der Halomasse fiir fiinf kosmologische Mo-
delle. Wie setzen M,, = 0.04, = 2 Bogenminuten und zq = 0.3. Der
Wirkungsquerschnitt der Halos, die durch diese Parameter charakterisiert
sind, verschwindet fiir Halomassen kleiner als ~ 10138 Mgh~1.

diesem Abschnitt die Statistik der Halos untersuchen, die einen Wert > M,,
und eine Wirkungsquerschnittsfliche > o = m¢2 haben.

Wir betrachten die Aperturmasse in der Form (4.22), also in Abhéngigkeit
von (. Im Abschnitt 4.4.3 haben wir aus (4.22) einen Wirkungsquerschnitt
fiir Halos hergeleitet, der die Fliche beschreibt, in der ein Schwellenwert M,
iiberschritten wird. Wenn wir in Gleichung (4.22) 6, M,, und 24 fixieren, dann
erhalten wir implizit einen funktionalen Zusammenhang zwischen ¢ und der
Halomasse M. Wir zeigen diese Funktion fiir die Werte § = 2 Bogenminuten,
M,p = 0.04 und zq = 0.3 in Figur 5.8 fiir fiinf Kosmologien. ¢ ist eine monoton
wachsende Funktion der Halomasse und kann deswegen fiir einen Schwellenwert
Gt invertiert werden, wenn man My, zq und 0 fixiert. Man erhélt so eine Masse
M = M;(Cs, 24, Map, 8). Benutzt man diese Masse als untere Integrationsgrenze
in Gleichung (5.3), erhilt man analog zum Vorgehen im letzten Abschnitt die
Gleichung

C Z, 2
NG Map> 00) = o [ 2 DG (5.3)

X /dM Nhalo(Ma Zd) H[C(Map,gaMa zd) - Ct]

N(> Myp, > (;,0) ist die Anzahl der Halos mit einer Aperturmasse > M,; und
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Tabelle 5.2: Die Anzahl der Halos pro Quadratgrad mit Aperturmasse griéfier
als M,, = 0.04 und einem Radius des Wirkungsquerschnitts gréfler als ¢; = 0.8
Bogenminuten (definiert in Gleichung (5.8)) fiir fiinf kosmologische Modelle.
Der Filterradius ist & = 2 Bogenminuten.

Qo  Qa r og N(>0.04,> 0.8, 2,)

1.0 0 025 06 0.47
1.0 0 025 1.0 11.9
1.0 0 05 06 1.16
03 0 025 1.0 2.22
0.3 07 025 1.0 1.67

einem Wirkungsquerschnitt mit Radius > (i, wobei der Integrand wiederum
ungleich Null nur fir M > M; ist. Fiir §; = 0 gilt: N(> Map,0) = N(> Myp, >
Ct’ 0) .

In Tabelle 5.2 zeigen wir die Anzahl der Halos pro Quadratgrad mit einer
Aperturmasse grofler als M,, = 0.04 und einem Wirkungsquerschnittradius,
der den Schwellenwert (; = 0.8 Bogenminuten iiberschreitet. Der Filterradius
ist & = 2 Bogenminuten. Da die Anzahl massereicher Halos am deutlichsten
die Unterschiede in der nichtlinearen Entwicklung verschiedener Kosmologi-
en zeigt, ist die Observable (5.8) fiir gegebene Werte von M,, und 6 besser
als N(> M,p,0) geeignet, kosmologische Modelle zu unterscheiden. Ein Nach-
teil bei der Verwendung von (5.8) ist die groflere FeldgroBe, die bendtigt wird,
um eine signifikante Anzahl von Halos nachzuweisen. Entsprechend Tabelle 5.2
konnen fiir ein 25 Quadratgrad grofies Beobachtungsfeld alle hier betrachteten
Kosmologien signifikant unterschieden werden. Halos mit einem Radius gréfier
als 0.8 Bogenminuten haben fiir z4 = 0.3 und 8 = 2 Bogenminuten eine Masse
~ 10'*My /h (siehe Figur 5.8). Auf einem Beobachtungsfeld, das eine Grofe
von 25 Quadratgrad hat, erwartet man ~ 12 (EdS(0.6,0.25) Modell) bis ~ 300
(EdS(1,0.25) Modell) massereiche Halos.

5.2 Nicht-Gaufscher Dichtekontrast

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Anzahldichte der Halos, die man mit
der Aperturmassentechnik erhalten wiirde, wenn der Dichtekontrast durch ein
nicht-Gaufisches Zufallsfeld beschrieben wird (sieche Abschnitt 2.2.2).

Die Anzahl der Halos pro Quadratgrad mit Aperturmasse > M,, die sich
ergibt, wenn wir die Massenfunktion fiir einen nicht-Gaufschen Dichtekontrast
(siehe Gleichung (2.17)) berechnen, ist entsprechend der Argumentation in Ab-
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Figur 5.9: Die Anzahl der Halos pro Quadratgrad als Funktion der Aper-
turmasse fiir einen Filterradius von @ = 2 Bogenminuten fiir zwei Kos-
mologien. Die durchgezogene Linie entspricht N (> M, ) aus Abschnitt
5.1, wobei die Normierung og aus Gleichung (2.19) bestimmt wurde. Die
anderen Linientypen kennzeichnen die Anzahl der Halos pro Quadrat-
grad, die man fiir einen nicht-Gaufschen Dichtekontrast, parametrisiert
durch X (siehe (5.9)), erhilt. Hier wurde die Normierung nach dem in
Abschnitt 2.2.2 geschilderten Verfahren bestimmt.

schnitt 5.1 durch

c (1+zd)2 9 o A
N>M,9:—/d27Dz / dM N, M,z
A(> My, 0) o TP a(za) M (Moo 0) halo (M, 2q)
(5.9)

gegeben.

In Figur 5.9 vergleichen wir die Gréfien Ny(> M,p,6) und N(> M,,,0)
(siehe auch Figur 2.4) als Funktion von M, fiir einen Filterradius von § = 2
Bogenminuten. Dabei beschrinken wir uns auf zwei kosmologische Modelle mit
verschwindender Kriimmung: ein EdS-Modell mit I" = 0.25 und ein Modell mit
kosmologischer Konstante {2y = 0.7 und I' = 0.25. Die Normierung des Power-
spektrums og berechnen wir fiir die Massenfunktion Ny, (M, zq4) entsprechend
dem in Abschnitt 2.2.2 beschriebenen Verfahren, dessen Ergebnis in Figur 2.3
dargestellt ist. Fiir das Powerspektrum, das die Massenfunktion Npa0(M, z4)
bestimmt, berechnen wir og mit der Formel (2.19). Ny(> Myp,6) wird fiir
A =1,3,5 und 10 berechnet. Die maximale Aperturmasse M,, = 0.2 entspricht
einem S/R-Verhiltnis von S, = 25 fiir den Filterradius § = 2 Bogenminu-
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ten. Diesem S/R-Verhiiltnis entspricht ein Halo mit Masse M ~ 10 Mgh 1,
wenn die Halorotverschiebung zq = 0.3 ist (siehe Figur 5.1). Das Minimum von
Ni(> M,p,0) ist so gewéhlt, dal wir ein Halo erhalten, wenn wir die gesamte
Flache des Himmels zur Verfiigung haben.

Wie erwartet, vergroflert sich der Unterschied zwischen den Anzahldichten
Nx(> Myp, 0) und N(> M,p, 6) in beiden Kosmologien fiir wachsende Apertur-
massen. Die Ursache fiir diese zunehmende Differenz ist der ausgedehnte Fliigel
der nicht-Gaufischen Verteilungsfunktion (2.15), der die Wahrscheinlichkeit fiir
das Auftreten massereicher Objekte im Vergleich zu einer Gaufischen Verteilung
erh6ht. Weiterhin erhéht sich die Anzahldichte Ny (> M,p, 0) fiir abnehmende
A, da sich die nicht-GauBischen Eigenschaften der Verteilung (2.15) in diesem
Fall verstirken (siehe Figur 2.2).

Ein signifikanter Unterschied zwischen den Anzahldichten Ny (> My, 6) und
N(> My, 0) ergibt sich fiir beide kosmologische Modelle nur fiir grofie Werte
von M,,. Der experimentelle Nachweis dieses Unterschieds ist allerdings schwie-
rig, da die rdumliche Dichte massereicher Halos sehr gering ist. Man wiirde z.B.
im Falle des EdS-Modells ein Beobachtungsfeld mit einer Gréfle von ~ 10000
Quadratgrad benétigen, um einen Unterschied von ungefihr einer Gréenord-
nung zwischen den Anzahldichten Ny (> M,p,0) und N (> M,p, 0) messen zu
konnen.

Aus diesem Grund erwarten wir nicht, daf} in naher Zukunft mit der Aper-
turmassentechnik die Anzahldichten massereicher Halos, die sich aus Gaufschen
und nicht-Gauflschen Dichtefeldern ergeben, unterschieden werden kénnen.



Kapitel 6

Numerischer Test der
analytischen Niherungen

Die Berechnungen in den letzten beiden Kapiteln basierten auf den in Kapi-
tel 2 eingefithrten Modellen fiir die Massendichte und die rdumliche Verteilung
der Halos. Wir hatten weiterhin angenommen, daf} sich entlang jeder Sichtlinie
jeweils nur ein Halo befindet, d.h. wir haben diffuse, nicht kollabierte Massen-
komponenten vernachlissigt. In diesem Kapitel vergleichen wir die theoretischen
Vorhersagen von Kruse & Schneider (1999a) und Kruse & Schneider (1999b)
mit den Ergebnissen numerischer Simulationen (siehe Reblinsky et al. 1999).

6.1 Numerische Simulationen

Jain et al. (1999) (JSW) (siehe auch Jain et al. 1998) haben die Ausbrei-
tung von Lichtstrahlen in numerisch erzeugten Modelluniversen untersucht.
Die Simulationsdaten fiir die vier in Tabelle 6.1 gezeigten Kosmologien wurden
vom Virgo Supercomputing Consortium zur Verfiigung gestellt (siehe Jenkins
et al. 1998). Ny, ist die Anzahl der Teilchen, deren gravitative Wechselwir-
kung in Abhéngigkeit von der Zeit simuliert wird. m,, ist die Masse eines dieser

Tabelle 6.1: Parameter der N-Korper Simulationen

Simulation SCbM +CDM ACDM OCDM

Npar 256 2563 2563 2563

lsots[h ™" kpc] 36 36 30 30
r 05 0.21 0.21 0.21

Lyox[P~! Mpc] 85 85 141 141
Qo 1.0 1.0 0.3 0.3

Ay 0.0 0.0 0.7 0.0

Hy [km/s/Mpc| 50 50 70 70
os 0.6 0.6 0.9 0.85
mp[101°h~1Mg] 1.0 1.0 1.4 1.4
Feldgrofie [Grad] 2.7 2.7 3.4 3.9

73
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Teilchen. Die Masse wird in Einheiten von [10!°h ! M] angegeben. Die Grofe
der Simulationsbox in Einheiten von [h~! Mpc] ist Loy Das Newtonsche Gravi-
tationsgesetz divergiert fiir kleiner werdende Absténde. Aus diesem Grund fithrt
man eine Skala [g,¢ ein und modifiziert das Newtonsche Gravitationsgesetz fiir
Distanzen [ < lgf, um das unendliche Anwachsen der Kraft zu verhindern.

JSW haben die kosmische Scherung und die effektive Konvergenz (siehe
Abschnitt 3.2) durch Anwendung der Mehrfach-Linsenebenen-Theorie (MLT)
(siehe Schneider et al. 1992) aus der simulierten Massenverteilung berechnet. In
der MLT berechnet man die beobachtete Position einer Quelle, indem man die
Massenverteilung entlang einer Sichtlinie auf mehrere Linsenebenen projiziert
und dann fiir jede Ebene den Ablenkwinkel des von der Quelle ausgesendeten
Lichtstrahls berechnet. Die Summe iiber die mit den Winkelentfernungen zu
den Linsenebenen und zu den Quellen gewichteten Ablenkwinkel ergibt die
beobachtete Position der Quelle. Um die MLT anwenden zu kénnen, mufl man
die Rotverschiebungen der Linsen und die der Quellen kennen. JSW haben
alle Quellen bei der Rotverschiebung z; = 1 betrachtet. In diesem Fall ist die
Verteilung (3.33) durch eine Deltafunktion gegeben.

Die Scherung und die Konvergenz ist von JSW auf einem zweidimensionalen
Gitter mit 2048 x 2048 Punkten berechnet worden. Wenn wir die in Abschnitt
4.2 eingefiihrte diskrete Version der Aperturmasse

Zem QU () = —Re(e(®:) e %)  (6.1)

zusammen mit der Transformationsgleichung fiir die Elliptizititen

7(9)
1— k()

G(S) —+ g

ma 9(79) =

€= (6.2)
(siehe Abschnitt 3.1) verwenden, konnen wir aus der numerisch bestimmten
Konvergenz k und Scherung -y die Aperturmasse auf dem Gitter berechnen, in-
dem wir die Gitterpunkte als Zentren von Aperturen mit Radius # betrachten
und iiber die tangentialen Elliptizitdten innerhalb der Aperturen summieren.
Die Berechnung der Aperturmasse (6.1) kann mit und ohne Hintergrundgala-
xien durchgefithrt werden.

Im ersten Fall verteilen wir Hintergrundgalaxien, die wir mit dem Index ¢
bezeichnen, zufillig mit einer Anzahldichte von 30 Galaxien pro Quadratbogen-
minute auf dem Feld und bestimmen den Betrag der komplexen intrinsischen

Elliptizitat ez(-s) = |ez(-s)| exp(2i¢;) aus der Verteilung

1

ps(|e®)]) = exp (—@> (6.3)
° o2 [1 — exp (—022)] o2 )’ .

wobei wir o = 0.2 wihlen (siehe Abschnitt 4.2). Der Polarwinkel ¢; der intrin-
sischen Elliptizitit wird zufillig gewihlt. 9; in Gleichung (6.1) ist der Ort der
i-ten Galaxie. Die Elliptizitit ¢; wird entsprechend der Gleichung (6.2) berech-
net, wobei man die Konvergenz «x und die Scherung v in der zweiten Gleichung
von (6.2) durch Interpolation am Ort der Hintergrundgalaxien erhilt. Da die
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intrinsischen Elliptizitdten ein Rauschquelle fiir die Messung der Aperturmasse
darstellen, werden wir im Folgenden von der Berechnung der Aperturmasse mit
Rauschen sprechen.

Im zweiten Fall betrachten wir keine Hintergrundgalaxien. Die tangentiale
Elliptizitédt in (6.1) wird nun direkt durch die in den Simulationen bestimmte
Konvergenz und Scherung aus (6.2) berechnet, da €® = 0 gilt. Innerhalb einer
Apertur wird iiber die auf dem Gitter gegebene tangentiale Elliptizitit sum-
miert. Wir sagen im Folgenden, dafl die Aperturmasse ohne Rauschen berechnet
wird.

6.2 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Apertur-
masse
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Figur 6.1: Die normierte Wahrscheinlichkeitsverteilung der M,,- Stati-
stik fiir verschiedene Filterradien #. Die kosmologischen Modelle sind
durch die Linienarten bezeichnet: SCDM (durchgezogene Linie), 7TCDM
(gepunktete Linie), OCDM (gestrichelte Linie) und ACDM (gestrichelt-
gepunktete Linie). Die Aperturmasse ist ohne Rauschen berechnet wor-
den.

In Figur 6.1 zeigen wir die normierte Wahrscheinlichkeitsverteilung der ohne
Rauschen berechneten Aperturmasse fiir die Filterradien 6 = 2...9 Bogenmi-
nuten. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wurde fiir jeden Filterradius fiir die
kosmologischen Modelle aus der Tabelle 6.1 berechnet. Man sieht klar, daf§ die
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Wahrscheinlichkeitsverteilung eine positive Schiefheit besitzt, d.h. die Vertei-
lung hat einen asymmetrischen, ausgedehnten Fliigel hin zu hohen positiven
Werten von M,,. Die positive Schiefheit ist von Schneider et al. (1998) im Rah-
men der quasilinearen Theorie der Strukturentwicklung vorhergesagt worden
(siehe Abschnitt 4.4.2). Der Grund fiir das Auftreten der Schiefheit liegt in
der Definition der Aperturmasse als projizierter Dichtekontrast. Wegen dieser
Definition erbt die Aperturmasse die statistischen Eigenschaften des Dichtekon-
trasts (siehe Kapitel 4). Aufgrund des Gravitationskollaps’, der zu massereichen
nichtlinearen Objekten fiihrt, erhélt die anfinglich Gauische Wahrscheinlich-
keitsverteilung des Dichtekontrasts nicht-Gaufische Eigenschaften.

Die Ausprigung des ausgedehnten Fliigels ist besonders deutlich fiir kleine
Filterradien zu sehen, denn kleine Skalen sind charakteristisch fiir kollabierte
Objekte. GroBere Radien spiegeln eher Eigenschaften der linearen Entwicklung
wieder, die durch ein Gaufisches Zufallsfeld beschrieben werden kann.

Wir haben im Kapitel 4 gezeigt, dafi die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auf-
treten grofler Aperturmassen vom kosmologischen Modell abhidngen und durch
ein Exponentialgesetz beschrieben werden konnen. Beide Erwartungen werden
qualitativ in Figur 6.1 bestitigt. Im Abschnitt 6.4 werden wir genauer unter-
suchen, ob die theoretischen Vorhersagen fiir den Anstieg und die Amplitude
des Fliigels der Wahrscheinlichkeitsverteilung von M,; durch die Simulations-
ergebnisse bestatigt werden.

6.3 Anzahldichte der Halos

Wir haben in Kapitel 5 die Anzahldichte der Halos berechnet, die man erwartet,
wenn man deren schwachen Linseneffekt mit der Aperturmasse messen wiirde.
Dabei wurden Halos mit Werten der Aperturmasse identifiziert, die hohen S/R-
Verhiltnissen entsprechen. Wir wollen in diesem Abschnitt die in Kapitel 5 ge-
machten theoretischen Vorhersagen mit den Resultaten der oben beschriebenen
Simulationen vergleichen. Da man sehr grofie Beobachtungsfelder benétigt, um
den Einfluf eines nicht-Gaufschen anfanglichen Dichtekontrasts auf die Anzahl-
dichte der massereichen Halos messen zu kénnen, wir aber nur kleine Felder zur
Verfiigung haben (siehe Tabelle 6.1), werden wir uns auf den Vergleich mit den
Ergebnissen beschrinken, die mit einem Gaufischen anfinglichen Dichtekontrast
berechnet wurden.

In Figur 6.2 vergleichen wir N(> M,,,0) (siehe Gleichung 5.3) und N (>
M,p,> 0.6',6), d.h. die Anzahl der Halos pro Quadratgrad die eine Apertur-
masse > M,;, und einen Wirkungsquerschnittradius > 0.6 Bogenminuten haben
(siehe Gleichung 5.8), mit den numerischen Ergebnissen der Simulationen, wenn
man die Aperturmasse ohne Rauschen berechnet. Wir bestimmen die Apertur-
masse fiir die Ndherung des schwachen Linseneffekts, € = , und fiir den allge-
meinen Fall, e = g. Nachdem wir M, entsprechend 6.1 und 6.2 berechnet ha-
ben, suchen wir nach zusammenhingenden Bereichen in der zweidimensionalen
M,p-Karte, die einen Schwellenwert von M,,, iiberschreiten, der in Anwesenheit
von Hintergrundgalaxien mit intrinsischen Elliptizitdten einem S/R-Verhéltnis
von 5 fiir einen gegebenen Filterradius § entsprechen wiirde, My, = 50.(6). Die
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Figur 6.2: Die GroBlen N (> M,p,0) (diinne durchgezogene Linie, diinne
Sumbole) und N (> M,p, > 0.6',0) (dicke gestrichelte Linie, dicke Sym-
bole) als Funktion des Filterradius’ fiir die kosmologischen Modelle aus
Tabelle 6.1. Die Linien bezeichnen die theoretischen Ergebnisse und die
Symbole die der Simulationen. Die Aperturmasse wurde ohne Rauschen
fir die Ndherung des schwachen Linseneffekts, ¢, =  (¢), und fiir
den allgemeinen Fall, ¢, = g¢; (A), berechnet. Wir haben einen S/R-
Verhéltnis-Schwellenwert von S, > 5 angenommen. Die Fehler im Fenster
des TCDM-Modells sind aus zehn Realisierungen dieses Modells berech-
net. Die Fehlerbalken beziehen sich auf den Mittelwert, und sind nach
links (fiir 4¢) bzw. nach rechts (fiir ¢;) verschoben.

zusammenhingenden Bereiche identifizieren wir mit Halos. Wir bestimmen die
Fldche A der Bereiche und berechnen den Wirkungsquerschnittradius ¢ entspre-
chend ¢ = \/A/x. Ein auf diese Weise erhaltener Radius legt den Wirkungs-
querschnitt fiir signifikante Linseneffekte fest, die in eine Aperturmasse > M,
resultieren. Wir bestimmen dann die Anzahldichte N;y; der Halos mit Apertur-
massen > M,, und die Anzahldichte N;,q der Halos mit Wirkungsquerschnit-
tradius > 0.6 Bogenminuten. Ahnlich wie in Figur 5.5 berechnen wir die theore-
tischen Grofen unter Annahme eines Schwellenwertes fiir das S/R-Verhaltnis.
Wir wihlen S. > 5. Wir vergleichen dann die Gréfilen N(> My, 0) < Niot
und N (> My, > 0.6',0) <> Nppq jeweils fiir die kosmologischen Modelle aus der
Tabelle 6.1 als Funktion des Aperturradius’. Die numerischen Ergebnisse wur-
den fiir die SCDM, OCDM und ACMD Modelle aus einer Realisierung dieser
Modelle berechnet. JSW haben fiir das TCDM-Modell zehn Realisierungen kon-
struiert, die sich in der Projektionsrichtung, der Translation und der Rotation
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der projizierten Massenverteilung in den einzelnen Linsenebenen unterscheiden
(siehe Jain et al. 1999). Die Fehlerbalken im Fenster des 7TCDM-Modells sind
durch Mittelung iiber die zehn Realisierungen berechnet und beziehen sich auf
den Mittelwert der Realisierungen. Den so erhaltenen Fehler nennen wir kosmi-
sche Varianz. Die kosmische Varianz quantifiziert den Fehler, der sich aus der
Verwendung einer endlichen Anzahl von Realisierungen des Dichtekontrasts er-
gibt. Wie wir der Figur 6.2 entnehmen konnen, sind die Ubereinstimmungen
zwischen theoretischen und numerischen Ergebnissen sehr gut. Fiir die SCDM,
OCDM und ACDM Modelle sind die Abweichungen fiir Filterradien > 5 Bo-
genminuten kleiner als 10 Prozent. Den grofiten Unterschied beobachten wir
dabei fiir kleine Filterradien beim ACDM-Modell. Dort sind die theoretischen
Ergebnisse doppelt so gro wie die der Simulationen. Die Differenzen bleiben
beim TCDM-Modell auch fiir grole Filterradien iiber 10 Prozent. Die Ursache
fiir diese Abweichung ist wahrscheinlich die speziell gewihlte Realisierung, die
nicht die mittleren Eigenschaften der TCDM-Realisierungen widerspiegelt.

In Figur 6.3 haben wir die Aperturmasse mit Rauschen berechnet. Die oben
erwidhnten zusammenhéingenden Bereiche werden von Werten der Aperturmasse
gebildet, deren S/R-Verhéltniss einen Schwellenwert S. > 5 iiberschreitet. Die
theoretischen Kurven werden mit der Faltung (5.7) berechnet. Wir haben fiir je-
des kosmologische Modell fiir die Filterradien 8 = 2,5 und 10 Bogenminuten die
Fehler berechnet, die sich aus 7 Realisierungen der intrinsischen Elliptizitats-
verteilung (6.3) ergeben. Im 7CDM-Modell ist, wie in Figur 6.2, die kosmische
Varianz gezeigt. Die kosmische Varianz ist grofler als der Fehler, der durch die
intrinsische Elliptizititsverteilung gegeben ist. Der Grund dafiir ist die grofle
Kurtosis der Verteilung von M,, (siche Reblinsky et al. 1999 und Schneider
et al. 1998). Im Vergleich zu Figur 6.2 sind die Werte in Figur 6.3 allgemein
hoher, da die intrinsischen Elliptizitdten die Werte der Aperturmasse erhéhen.
Die theoretischen Werte stimmen auch hier sehr gut mit den Ergebnissen der
numerischen Simulationen iiberein.

Trotz vereinfachender Annahmen, wie der Giiltigkeit der Press-Schechter-
Theorie und des NFW-Massenprofils, sowie der Vernachlissigung von Projek-
tionseffekten (siehe Reblinsky & Bartelmann 1999), erhalten wir eine erstaun-
lich gute Ubereinstimmung zwischen theoretischen und numerischen Resulta-
ten, was fiir die Qualitit der gemachten Niherungen spricht.

6.4 Der Fliigel der M,,-Statistik

Die Berechnung der kumulativen Wahrscheinlichkeitsverteilung der M-
Statistik (4.39) und somit auch die der analytischen Fitformeln (4.40) und (4.41)
beruht auf den gleichen physikalischen Modellen fiir die rdumliche Anzahldichte
und die Massendichte der Halos, deren Giiltigkeit im letzten Abschnitt fiir die
Observablen N (> M,,,0) und N(> M,,, > &,0) getestet wurde. Wir werden
im Folgenden den Verlauf und die Amplitude des Exponentialgesetzes (4.40)
mit den Ergebnissen der numerischen Simulationen vergleichen.

In Figur 6.4 zeigen wir Ausschnitte aus Figur 6.1 fiir den Aperturmassen-
bereich, der einem Bereich des S/R-Verhiltnis’ S, € [5,10] fiir die jeweilige
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Figur 6.3: Diese Figur ist dquivalent zu Figur 6.2, mit dem Unterschied,
daf} die Aperturmasse mit Rauschen berechnet ist. Die theoretischen Wer-
te sind durch Faltung mit einer durch die Dispersion der intrinsischen El-
liptizitatsverteilung definierten Gaufisverteilung berechnet worden (siehe
Abschnitt 5.1). Die Simulationsergebnisse sind mit dem Diamanten be-
zeichnet und mit Gleichung (6.2) berechnet. Wir betrachten nur Halos
mit S. > 5. Die Fehlerbalken, deren Zentrum die Symbole sind, erge-
ben sich aus sieben Realisierungen der intrinsischen Elliptizitdten. Die
im Fenster des TCDM-Modells nach rechts (fiir N(> M,p,0)) bzw. links
(fir N(> Map, > 0.6',6)) verschobenen Fehlerbalken sind aus den zehn
Realisierungen dieses Modells berechnet und um den Mittelwert aus den
Realisierungen zentriert.

Filterskala entspricht. Die dicken Linien bezeichnen die Ergebnisse aus den Si-
mulationen und die geraden diinnen Linien entsprechen der mit der Fitformel
(4.41) berechneten normierten Wahrscheinlichkeitsverteilung der M,y,- Stati-
stik. Fiir alle kosmologischen Modelle aus der Tabelle 6.1 folgen die ‘gemesse-
nen’ Wahrscheinlichkeitsverteilungen einem Exponentialgesetz, dessen Anstieg
in guter Ubereinstimmung mit dem theoretisch Berechneten ist.

In Figur 6.5 zeigen wir fiir die Filterradien 8 = 2,5 und 10 Bogenminuten die
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen der zehn Realisierungen des 7CDM-Modells.
Die dicke gestrichelte Linie ist der Mittelwert der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung, der aus den verschiedenen Realisierungen berechnet wurde. Das theoreti-
sche Modell ist durch die dicke gerade Linie gegeben. Fiir § = 2 Bogenminuten
liegen alle Realisierungen, und somit deren Mittelwert, unter der theoretisch be-
rechneten Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Mittelwerte, die sich fiir die beiden
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Figur 6.4: Der Fliigel der M,;,-Statistik fiir die kosmologischen Modelle
aus der Tabelle 6.1 fiir vier Filterradien. Die dicken Linien sind Ergeb-
nisse der Simulationen (siehe Figur 6.1) und die diinnen, geraden Linien
sind mit dem Modell aus Abschnitt 4.4.3 berechnet. Der Aperturmassen-
bereich entspricht einem S/R-Verhéltnis S, € [5, 10].

grofleren Filterradien ergeben, stimmen sehr gut mit der analytischen Rechnung
iiberein.

Schneider et al. (1998), Kruse & Schneider (1999a), Kruse & Schneider
(1999b), van Waerbeke et al. (1999), Bartelmann & Schneider (1999a) und Reb-
linsky et al. (1999) haben gezeigt, dafl die Aperturmasse ein geeignetes Ma$8 fiir
die kosmische Scherung darstellt, mit dessen Hilfe man unabhingig von An-
nahmen iiber das Verhéltnis der Masse zur Leuchtkraft Einschrénkungen der
kosmologischen Parameter erhalten kann. Um zukiinftige Beobachtungsdaten
interpretieren zu kénnen, miissen Vorhersagen fiir die kosmologische Struktur-
entwicklung sehr genau bekannt sein. Die Ergebnisse dieses Kapitels haben
gezeigt, daBl die Resultate semi-analytischer Modelle (Press-Schechter-Theorie
und NFW-Profil) in guter Ubereinstimmung mit denen numerischer Simulatio-
nen sind. Somit erwarten wir, dafl die Analyse zukiinftiger Experimente mit
der Aperturmassentechnik eine Einschrinkung der kosmologischen Parameter
ergeben wird.
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Figur 6.5: Der Fliigel der M,;-Statistik fiir das TCDM-Modell fiir die Fil-
terradien @ = 2,5 und 10 Bogenminuten. Die diinnen Linien entsprechen
den zehn Realisierungen des TCDM-Modells. Die dicke, durchgezogene
Linie entspricht dem theoretischen Modell und die dicke, gestrichelte Li-
nie ist der Mittelwert aus den zehn Realisierungen.
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Kapitel 7

Ausblick

Diese Dissertation diente der Untersuchung der Aperturmasse als einem neuen
statistischen Ma$B fiir den schwachen kosmologischen Gravitationslinseneffekt.

Ein Grofiteil der Arbeit war der Analyse statistischer Eigenschaften der
Aperturmasse M,, gewidmet. Wir haben gezeigt, daf8 die Dispersion von M,
ein eng lokalisiertes Maf fiir das Powerspektrum des Dichtefeldes ist, das somit
direkt der Beobachtung zugénglich wird. Die Schiefheit der Wahrscheinlichkeits-
verteilung von M, hingt empfindlich von den kosmologischen Parametern ab.
Diese Grofle kann somit zur Einschrankung des kosmologischen Modells benutzt
werden.

Die theoretischen Vorhersagen fiir die Dispersion und die Schiefheit sind
in Reblinsky et al. (1999) mit den in Kapitel 6 beschriebenen numerischen Si-
mulationen verglichen worden. Wihrend fiir die mit dem nichtlinearen Power-
spektrum berechnete Dispersion eine gute Ubereinstimmung numerischer und
theoretischer Resultate festgestellt wurde, ergibt der Vergleich fiir die Schiefheit
eine betrichtliche Abweichung zwischen beiden Resultaten. Der Grund hierfiir
ist in der storungstheoretischen Berechnung der Schiefheit zu finden, die die
nichtlineare Entwicklung nicht adidquat beriicksichtigt.

Wir haben weiterhin den durch Halos verursachten ausgedehnten Fliigel der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von M,, durch eine Fitformel beschrieben, die
es uns ermoglichte, Dispersionen fiir die Fitparameter durch eine Maximum-
Likelihood-Methode zu berechnen. Ausgehend von den auf diesen Dispersionen
beruhenden Konfidenzregionen im Fitparameterraum haben wir gezeigt, dafl
die in der Dissertation betrachteten Kosmologien signifikant unterschieden wer-
den koénnen, wenn man ausreichend grofie und tiefe Beobachtungsfelder zur
Verfiigung hat.

Einen weiteren Schwerpunkt der Dissertation bildete die Berechnung der
Anzahldichte von Halos, die man aus Beobachtungen mit der Aperturmasse
erwarten wiirde. Wir haben gezeigt, dal die Anzahldichte der Halos hoch ge-
nug ist, um mit dem geplanten MEGACAM-Projekt (siche Mellier et al. 1999)
nachgewiesen werden zu koénnen. Da die Anzahldichte der Halos in den hier
betrachteten kosmologischen Modellen signifikant verschieden ist, kann die Sta-
tistik von Konzentrationen dunkler Materie zur Einschrinkung der kosmologi-
schen Parameter benutzt werden.

83
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Wir haben die Amplitude und den Verlauf der Fitformel fiir den Fliigel
der M,,-Statistik und die berechnete Anzahldichte der Halos mit numerischen
Simulationen verglichen und eine ausgezeichnete Ubereinstimmung festgestellt.
Das spricht fiir die hohe Qualitit der angenommenen Niherungen und zeigt,
dafl die Analyse zukiinftiger Beobachtungsdaten mit der Aperturmassentech-
nik Einschrinkungen des Powerspektrums des Dichtefeldes, der kosmischen
Massenfunktion und der kosmologischen Parameter erlauben wird.

Die Hauptimpulse fiir die Entwicklung des Forschungsgebietes, das sich
mit dem schwachen Gravitationslinseneffekt befafit, werden von neuen Be-
obachtungsmethoden ausgehen, deren Potential das heutiger Verfahren um
GroBenordungen iibersteigen wird (siehe z.B. Schneider & Kneib 1998 [NGST],
Schneider 1999 [SKA] und Mellier et al. 1999 [MEGAKAM,VLT]). Insbe-
sondere werden es die technischen Parameter der neuen Beobachtungsgerite
erlauben, die Anzahldichte der Hintergrundgalaxien und deren mittlere
Rotverschiebung zu erh6hen, was zu einem Anstieg des Signal-zu-Rausch-
Verhiltnisses (kurz S/R-Verhéltnis) fithren wird. Weiterhin wird erwartet, daf§
die Fldche der Beobachtungsfelder ein Vielfaches der heutiger Felder betragen
wird. Diese grofien, tiefen Beobachtungsfelder sind ideal zum Nachweis von
Konzentrationen dunkler Materie geeignet.

Wir sind in dieser Arbeit nicht auf die Probleme eingegangen, mit denen man
bei wirklichen Beobachtungen konfrontiert wird. Dem experimentellen Nachweis
des schwachen Gravitationslinseneffekts ist ein eigenstéindiges Forschungsgebiet
gewidmet. Das Hauptproblem dieser Experimente ist, die sehr kleinen Verzer-
rungen der Hintergrundgalaxien, die durch den schwachen Linseneffekt verur-
sacht werden, von den Forménderungen der Galaxienbilder zu trennen, die sich
aus meftechnisch bedingten oder atmosphérischen Einfliissen ergeben. Die zu-
letzt genannten Einfliisse werden durch die sogenannte ‘point spread function’
(PSF) beschrieben, die die Abbildung einer punktférmigen Quelle beschreibt
(siehe z.B. Kuijken 1999). Die strenge Interpretation von Beobachtungsdaten
erfordert die genaue Kenntnis der PSF, deren Einflufl durch den Einsatz ver-
besserter Beobachtungstechniken teilweise reduziert werden kann.

Trotz der technischen Schwierigkeiten ist in der Literatur iiber erste Erfolge
in der praktischen Anwendung von Techniken, die auf dem schwachen Linsenef-
fekt beruhen, berichtet worden (siehe z.B. Kaiser et al. 1998, Clowe et al. 1998,
Seitz et al. 1998, Hoekstra et al. 1998 und Erben et al. 1999). Es ist gelungen, so-
wohl Aufschliisse iiber die Massenverteilung grofler Galaxienhaufen zu erhalten,
als auch vollstindig dunkle Materiekonzentrationen signifikant nachzuweisen.

Ausgehend von den bereits erzielten experimentellen Ergebnissen und dem
Potential neuer Beobachtungstechniken erscheint es realistisch anzunehmen,
dal die routinemiflige Auswertung geplanter Experimente mit Techniken
zum Nachweis des schwachen Linseneffekts wertvolle Informationen iiber die
kosmologischen Parameter und die Massenverteilung im Universum liefern
wird. Insbesondere konnen die in der Dissertation gemachten Vorhersagen zur
Interpretation zukiinftiger Experimente genutzt werden.

Neben der experimentellen Uberpriifung der Ergebnisse der Dissertation
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kénnen die begonnenen theoretischen Untersuchungen sowohl mit numerischen
Methoden als auch mit der Verwendung von semi-analytischen Modellen, wie
z.B. der Press-Schechter-Theorie, fortgesetzt werden.

Der im sechsten Kapitel durchgefithrte Vergleich der theoretischen Er-
gebnisse mit den numerischen Simulationen beruhte auf der Annahme, dafl
sich entlang einer Sichtlinie jeweils nur ein Halo befindet. Somit haben wir die
Moglichkeit vernachlissigt, dal Aperturmassensignale durch diffuse Massen-
komponenten oder mehrere kollabierte Objekte entlang einer Sichtlinie erzeugt
werden konnen. Um die durch Projektionseffekte verursachten Fehldetektionen
quantifizieren zu kénnen, mufl man eine sogenannte ‘group finder’- Analyse der
im sechsten Kapitel beschriebenen N-Korper Simulationen durchfithren. In die-
ser Analyse werden raumlich zusammenhéingende Gruppen von Teilchen in den
N-Korper Simulationen identifiziert, die man dann als Halos interpretiert. Das
Resultat einer ‘group finder’-Analyse ist ein Katalog massereicher Objekte, der
die Koordinaten, Rotverschiebungen und Massen der Objekte enthélt. Wenn
man die dreidimensionalen Koordinaten der Objekte projiziert, kann man diese
projizierten Koordinaten mit denen der groen M,,-Werte in der zweidimen-
sionalen M,,-Karte vergleichen und auf diese Weise Fehldetektionen feststellen
(siehe z.B. Reblinsky & Bartelmann 1999). In Abhéngigkeit von der Koinzidenz
der projizierten Koordinaten von Halos und groflen Aperturmassen kénnen
dann Vorhersagen fiir die Massenfunktion kollabierter Objekte gemacht werden.

Ein weitere interessante Fragestellung betrifft die Autokorrelationsfunkti-
on von Katalog-Objekten und grofien M,,-Werten. Von Mo & White (1996) ist
ein Verfahren entwickelt worden, die Halo-Halo-Korrelationsfunktion auf der
Grundlage der Press-Schechter-Theorie zu berechnen (siehe auch Jing 1998).
Das Ergebnis dieser semi-analytischen Rechnung kann mit der Korrelations-
funktion der Katalog-Objekte verglichen werden. Basierend auf der Gleichung
von Limber (1953) kann die projizierte Halo-Halo-Korrelationsfunktion be-
rechnet werden. Wenn wir diese projizierte Korrelationsfunktion mit der
zweidimensionalen Korrelation von M,,-Werten mit hohen S/R-Verhiltnissen
identifizieren, erhalten wir eine analytische Abschéitzung der Korrelation
grofler M,,-Werte. Mifit man die Zweipunktkorrelation in der numerisch
bestimmten M,,-Karte (sieche Kapitel 6), dann kann diese mit der analytischen
Abschitzung verglichen werden. Stellt sich heraus, dafl die numerischen und
analytischen Resultate in guter Ubereinstimmung sind, kann man Vorhersagen
fiir Beobachtungen machen.

Es wird erwartet, daB in naher Zukunft Techniken fiir die photometri-
sche Bestimmung von Rotverschiebungen zur Verfiigung stehen werden (siehe
z.B. Pell6 et al. 1999 und dort angegebene Referenzen). Diese Techniken
versetzen uns in die Lage, die Rotverschiebungen der Hintergrundgalaxien zu
bestimmen. Wenn die Konzentrationen dunkler Materie Galaxien enthalten
(Galaxienhaufen), konnte auch die Rotverschiebung der Gravitationslinsen
bestimmt werden. Diese zuséitzliche Information kann zusammen mit den Ellip-
tizitdten genutzt werden, um verbesserte Einschrinkungen der kosmologischen
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Parameter zu erhalten. Der Einflu der Rotverschiebungsinformation kann
studiert werden, indem man einen neuen, explizit von der Rotverschiebung der
Quellen abhingenden Schitzer fiir die Aperturmasse konstruiert. Dieser neue
Schitzer kénnte dann dazu benutzt werden, um verbesserte Vorhersagen fiir
die Massenfunktion des Universums zu erhalten.

Eine Moglichkeit, die Fehler in der Bestimmung der kosmologischen Pa-
rameter zu reduzieren, ist die Kombination von Messungen des schwachen
Gravitationslinseneffekts mit anderen Beobachtungen. Hu & Tegmark (1999)
haben gezeigt, dal die Genauigkeit der Messung der kosmologischen Parameter
betrichtlich gesteigert werden kann, wenn man Messungen der Dispersion
der kosmischen Scherung und der kosmischen Hintergrundstrahlung (CMBR)
kombiniert. Ausgehend von dem Ergebnis dieser Dissertation, dafl die kumu-
lative Wahrscheinlichkeitsverteilung der Aperturmasse empfindlich von den
kosmologischen Parametern abhingt, erwartet man, dal die Kombination
von Informationen iiber den Fliigel der M,,-Statistik und die CMBR noch
genauere Einschriankungen der kosmologischen Modelle erméglichen wird.

Zusammenfassend konnen wir sagen, dafl ausgehend von theoretischen
Untersuchungen und im Hinblick auf neue Generationen von Experimenten der
Nachweis des schwachen Linseneffekts eine genauere Bestimmung der Masse
von Galaxienhaufen oder dunkler Halos sowie eine prizisere Einschrinkung
der kosmologischen Parameter und des Powerspektrums des Dichtekontrasts
ermoglichen wird.



Anhang A

Fitformeln

Wir stellen in diesem Anhang die von Navarro et al. (1997) angegebenen Fit-
formeln zur Berechnung der charakteristischen Dichte zusammen.

Der lineare Wachstumsfaktor (siehe Abschnitt 1.2.1) ist als Funktion der
Halorotverschiebung und der kosmologischen Parameter durch

/(142 : Q=1 Qx=0
D+(z, Qo,QA) = Fl(’LU)/Fl(’w()) : Q< 1, Qpr =0 (Al)
Fy(y)F3(y)/ (Fa(yo) F3(yo)) : Qo+ Q=1

gegeben. Die Variablen w, wg,y und g, sowie die Funktionen Fy, F5 und F3 in
(A.1) sind durch

1 wo 1 Yo
- 1 — = (2wp)/3, y= -2 _
wo QO , W 1+Z’ Yo ( wO) y Y 1+Z’ (A 2)
F(u):1+§ M In [(1 +u)1/2—u1/2] (A 3)
1 u ud/2 ’ :
U3 _+_2 1/2
Fy(u) = (uTQ), (A.4)
und
U u! 3/2
definiert.

Die Qp-Abhingigkeit des in der sphérischen Kollapstheorie berechneten kri-
tischen Dichtekontrasts (siche Abschnitt 2.1) ist ndherungsweise durch

1.686 : Qp=1, Q=0
62::(20,20) = ¢ 1.686 Q18 . Q5 <1, Q4 =0 (A.6)
1.686 9905 . Qp+Qp =1

gegeben.
Die linear extrapolierte Dichtefluktuation fiir ein CDM-Modell, dessen Po-
werspektrum durch og normiert ist (siehe Abschnitt 1.2), wird durch die Formel

Fy(Ms)

o(M) = o3y Fo (M)

(A.7)
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beschrieben, wobei

M
Mg = 6.005 x 10" (h)%, M), = ( )h392 A.8
8 (hS20) n= 1oz, 0 (A.8)
und
Fy(u) = Aju®S[1 + (Agu™0" + Agu=003)P]/P (A.9)

mit A; = 8.6594 x 1072, Ay = 3.5, A3 = 1.628 x 10, p = 0.255.
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