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Quantum trigonometricCalogero-Sutherland modeland

irreduciblecharactersfortheexceptionalalgebraE8

J.Fern�andezN�u~nez�,W .Garc��a Fuertes�,A.M .Perelom ovy

A bstract

W eexpresstheHam iltonian ofthequantum trigonom etricCalogero-Sutherlandm odel

for the Lie algebra E 8 and coupling constant � = 1 by using the fundam entalir-

reducible characters ofthe algebra as dynam icalindependent variables. Then,we

com putethesecond ordercharactersofthealgebra and som ehigherordercharacters.

1 Introduction. B asic notations

Integrablesystem sareim portantbecausetheycan beconsidered as0-th orderperturbative

aproxim ations to non-integrable system s. By integrability we m ean here integrability in

the sense ofLiouville,that is,the existence ofa com plete set ofm utually com m uting

integrals of m otion. During the three last decades of the past century, a plethora of

highly nontrivial(classicaland quantum )m echanicalintegrable system swere discovered,

see[1,2]forcom prehensivereviews.Am ongthese,theCalogero-Sutherland m odelsform a

distinguished class.The�rstanalysisofa system ofthiskind wasperform ed by Calogero

[3]who studied,from the quantum standpoint,the dynam icson the in�nite line ofa set

ofparticlesinteracting pairwise by rationalplusquadratic potentials,and found thatthe

problem was exactly solvable. Soon afterwards,Sutherland [4]arrived to sim ilar results

forthequantum problem on thecircle,thistim ewith trigonom etricinteraction;and later

M oser [5]proved,in term s ofLax pairs,that the classicalcounterparts ofthese m odels

also enjoyed integrability.

The identi�cation of the generalscope of these discoveries cam e with the work of

O lshanetsky and Perelom ov [6],who realized that it is possible to associate m odels of

thiskind to allthe rootsystem softhe sim pleLie algebras,and thatallthese m odelsare

integrable,both in the classicaland the quantum fram ework,forinteractionsofthe type

rational(or inverse-square),q�2 ;rational+ quadratic,q�2 + !2q2;trigonom etric,sin�2 q;

hyperbolic,sinh�2 q;and them ostgeneral,given by theW eierstrassellipticfunction P(q).

Nowadays,thereisa widespread interestin thiskind ofintegrablesystem s,and m any

m athem aticaland physicalapplicationsforthem havebeen found,seeforinstance[7].In

Physics,wem ention,am ongothers,therem arkableconnection established [8]between the

di�erent Calogero-Sutherland m odels and the properties ofthe equations describing the

physicsofdisordered wires(theDM PK equation);theresultsarein good agreem entwith

the experim entalobservations.
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As the Ham iltonian H of these system s is invariant under the W eyl group of the

underlying Lie algebra,the m ain pointofourapproach isto expressH in a suitable set

ofindependentvariablesm aking clearthatinvariance,indeed thefundam entalcharacters

z ofE 8.The use ofsuch kind ofvariableshasbeen quite usefulto solve the Schr�odinger

equation forthem odelsassociated to som eotheralgebras,asthoseoftypeA [9],D 4,E 6

and E 7[10].

Although in ourpreviouspapersan im portantpartofthem wasdevoted to the com -

putation ofthe fullsetofquadratic Clebsch-G ordan seriesfollowing a strategy explained

and applied in thesepapers,in thisocassion wewillm akeuseextensively ofthecom puter

algebra system LiE \specialised in com putationsinvolving Liegroupsand theirrepresen-

tations" [11],by m eansofwhich itiseasy to do these and othercom putationsneeded to

reach the m ain goal: to �nd the Ham iltonian H for� = 1 in term softhe z-variables in

E 8.

g g g
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gg g g
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�2
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Figure 1.The D ynkin diagram forthe Lie algebra E 8.

In order to �x the notation,we m ention here only a few very basic facts about the

exceptionalLiealgebraE 8.M oredetailscan befound in them onographies,seeforinstance

[12,13]. The Dynkin diagram ofE 8,see Figure 1,encodesthe euclidean relationsA ij =

(�i;�j)am ong the sim pleroots,which are

(�i;�i) = 2; i= 1;:::;8

(�i;�i+ 2) = � 1; i= 1;2 (1)

(�i;�i+ 1) = � 1; i= 3;:::;7

(�i;�j) = 0; in allothercases:

The m atrix A = (A ij)is the Cartan m atrix ofthe algebra and its inverse A �1 gives

the eightfundam entalweights by �i =
P

8

j= 1A
�1
ji
�j,i= 1;:::;8. The characters ofthe

basic fundam entalrepresentations R �i willbe denoted by zi. They are the independent

variablesin term sofwhich we wantto expressthe Ham iltonian because ofitsinvariance

underthe W eylgroup W ofthe algebra E 8.

The organization of the paper is as follows. Section 2 is a brief rem inder of the

m ain properties ofthe Calogero-Sutherland m odels associated to root system s and it is

explained how to �nd the Ham iltonian in the variablesm entioned above.Section 3 gives

the coe�cients ofthe Ham iltonian in these variables and �nally in the appendices we

includesom e explicitresultsforthe charactersofE 8.

2 R eview ofthe theory

In thissection,wereview brie
ythegeneraltheoryofthequantum trigonom etricCalogero-

Sutherland m odelrelated to a rootsystem R associated to a sim pleLiealgebra L ofrank
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r,and laterwillstudy explicity theE 8 case.ForCalogero-Sutherland system sotherthan

trigonom etric see [6];see also [14].Forthe otherLie algebrasofthe E-serie,see [10].

The trigonom etric Calogero-Sutherland m odelrelated to the root system R ofrank

r isthe quantum system in an Euclidean space Rr de�ned by the standard Ham iltonian

operator

H =
1

2

r
X

j= 1

p
2
j +

X

�2R +

��(�� � 1)sin�2 (�;q); (2)

where q = (qj)isthe Cartesian coordinate system provided by the canonicalbasisofRr

and pj = � i@qj;R
+ isthe setofthe positive rootsofL,and the coupling constants ��

are such that�� = �� ifj�j= j�j. W e willrestrictourselvesto the case ofsim ply-laced

rootsystem s(asthe E -seriesis),forwhich the Calogero-Sutherland m odeldependsonly

on one coupling constant�.

To�nd thestationarystates,itisnecessarytosolvetheSchr�odingereigenvalueproblem

H 	 = E 	. The following im portant facts about this fam ily of quantum m echanical

system swere established in [6].

(a)The ground state energy and (non-norm alized) wave function ofthese integrable

system sare

E 0(�) = 2�2�2

	 �
0(q) =

Y

�2R +

sin�(�;q); (3)

whiletheexcited statesareindexed by thehighestweights� =
P

m i�i2 P + (whereP +

is the cone ofdom inant weights) ofthe irreducible representations ofL,that is,by the

r-tupleofnon-negativeintegersm = (m 1;:::;m r)(thequantum num bers),and thewave

functions	 �
m
and theenergy levelsE m (�)satisfy

H 	 �
m

= E m (�)	
�
m

E m (�) = 2(�+ ��;�+ ��); (4)

with � being the W eylvector� = (1=2)
P

�2R + � ofthe algebra.

(b)Itisnaturalto look forthe solutions	 �
m
in the form

	 �
m
(q)= 	 �

0(q)�
�
m
(q); (5)

and consequently we are led to the eigenvalue problem

� ���
m
= "m (�)�

�
m
; (6)

where� � isthe lineardi�erentialoperator

� � = �
1

2

r
X

j= 1

@
2
qj
� �

X

�2R +

cot(�;q)(�;@ q); (7)

and theeigenvalues"m (�)are the energiesovertheground level,i.e.,

"m (�)= E m (�)� E 0(�)= 2(�;�+ 2��): (8)
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Taking into accountthat(�j;�k)= A
�1

jk
,itispossible to give a m ore explicitexpression

forthe eigenvalues"m (�):

"m (�)= 2

r
X

j;k= 1

A
�1

jk
m jm k + 4�

r
X

j;k= 1

A
�1

jk
m j: (9)

W e willwrite "j(�)forthe fundam entalweigth �j,i.e.,"j(�)= 2(A �1
jj

+ 2�
P

k
A
�1

jk
)for

the quantum num bers(0;:::;
(j)

1;:::;0).

(c)In the case � = 0 the wave functions(6)are (proportionalto)the m onom ialsym -

m etric functions

M �(q)=
X

w 2W

e
2i(w ��;q)

; � 2 P
+
; (10)

W being theW eylgroup ofL.And thewavefunctionsin thecase� = 1 are(proportional

to)thecharactersoftheirreduciblerepresentations

��(q)=

P

w 2W (detw)e2i(w �(�+ �);q)

P

w 2W
(detw)e2i(w ��;q)

;� 2 P
+
: (11)

Both M � and �� are sum s over the orbit fw � �g of� under W ,and consequently,W -

invariant;aswave functions,they representsuperpositionsofplane waves.

Due to the W eylsym m etry ofthe Ham iltonian, the wave functions ��
m
(q) are W -

invariant,and the best way to solve the eigenvalue problem (6) is to use the set ofin-

dependentW -invariantvariables zk = ��k
(q),in term s ofwhich the wave functions��

m

are polynom ials. Unfortunately, the expression of these characters zk in term s of the

q-variables is com plicated and m akes the direct change ofvariables z = z(q) very cum -

bersom e.W e arethusforced to follow a m uch m oreconvenient,indirectroute,which has

proven to bevery usefulforotherrootsystem s,[10].

Firstofall,we need the expression ofthe operator� � in term sofz-ariables.To this

goal,the starting pointisto write� � in itsgeneralform

� � =
X

j;k

ajk(z)@zj@zk +
X

j

�

bj(z)+ (�� 1)b1j(z)
�

@zj; (12)

with ajk = akj. Now,ifwe take into account the fact that,as pointed above,bj(z) =

� 1zj = "j(1)zj,thefullexpression forthecoe�cientsb j(z)appearing in �
1 iscom pletely

determ ined by the Cartan m atrix ofthealgebra;explicitly

bj(z)= 2(A �1
jj

+ 2
X

k6= j

A
�1

kj
)zj; j= 1;:::;r: (13)

O n the other hand, in order to �nd the coe�cients a jk we note that � 1(zjzk) =

2ajk(z)+ bj(z)zk + bk(z)zj;as the productcharacter zjzk is the character ofthe tensor

productR �j 
 R �k
ofrepresentations,knowing the fullsetofquadratic Clebsch-G ordan

serieswewillbeableto determ inethea-coe�cients.TheClebsch-G ordan seriesyield the

form ulas

zjzk =
X

�2Q jk

N �;jk ��(z) (14)
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fortheproductsoffundam entalcharacterszjzk,with Q jk � P + beingthesetofdom inant

weightsin the irreducible representation ofhighestweight�j + �k,and N �;jk isthe m ul-

tiplicity ofthe irreducible representation R � in thatseries;in particular,N �j+ �k;jk
= 1.

Consequently we obtain the coe�cients a by applying � 1 to the two m em bers of(14).

Therequired Clebsch-G ordan serieswillbeobtained using thesystem LiE [11].

3 T he C alogero-Sutherland H am iltonian in E 8 for � = 1

Thecoe�cientsb j(z)in theexpression of�
1 areeasily obtained from (13)(fortheinverse

Cartan m atrix A �1 see,forinstance,[12,13]or[11]):

b1(z)= 192z1; b2(z)= 288z2;b3(z)= 392z3; b4(z)= 600z4;

b5(z)= 480z5; b6(z)= 360z6;b7(z)= 240z7; b8(z)= 120z8:

W ecan now follow thelinesindicated abovetoobtain thea-coe�cients.Recallthatwe

need only to look fortheoperator� 1,whereonly thecoe�cientsb j appear.Thebestway

to obtain the a’sisto startfrom the outerregionsofthe Dynkin diagram in such a way

thatthe com putation ofeach a only requirestheknowledge ofthe onesalready obtained

asexplained in [10].Theordered listofthe28independentcoe�cientsa jk(z)in �
1 (12)is

a88(z)= � 4(31+ 7z1 + z7 + 16z8 � z28)

a18(z)= 8(� 16z1 � 4z2 � 10z7 � 25z8 + z1z8)

a11(z)= 4(� 31+ 3z1 + 2z21 � 4z2 � z3 � 5z6 + 9z7 � 6z8 � 10z1z8 � 19z28)

a78(z)= � 4(� 31+ z1 + 8z2 + 3z6 � 11z7 + 19z8 + 13z1z8 � 3z7z8 + 31z28)

a28(z)= � 4(32z1 + 8z2 + 7z3 + 15z6 + 20z7 � 25z8 + 25z1z8 � 3z2z8)

a17(z)= 4(31+ 31z1 + 24z2 � 7z3 + 4z6 � 9z7 + 4z1z7 + 6z8 � 38z1z8 � 7z2z8 �

19z7z8 � 31z28)

a68(z)= � 4(31� z1+ 20z2+ 7z3+ 4z5� 4z6+ 51z7+ 12z1z7+ 6z8� 6z1z8+ 7z2z8�

4z6z8 + 19z7z8 � 31z28)

a77(z)= � 4(31+ 6z1+ 7z21 + 6z2� 14z3+ 2z5� 3z6� 22z7� 3z27 � 34z8� 12z1z8+

8z2z8 + z6z8 � 10z7z8 + 4z28 + 6z1z
2
8 + 15z38)

a12(z)= � 4(� 31� 6z1+ 25z21 � 24z2� 5z1z2� 18z3+ 5z5� 29z6� 31z7+ 13z1z7+

19z8 + 13z1z8 + 7z2z8 + 19z7z8 + 6z28)

a38(z)= � 4(� 7z1 + 25z21 + 28z2 + 7z1z2 � 18z3 + 5z5 + 10z6 � 20z7 + 13z1z7 +

7z2z8 � 4z3z8 � 20z7z8 � 25z28)
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a27(z)� 4(� 31z1 + z21 � 10z2 + 7z1z2 + 13z3 � 9z5 � 15z6 + 20z7 + z1z7 � 6z2z7 +

25z8 + 7z1z8 � 10z2z8 + 6z3z8 + 14z6z8 + 20z7z8 � 25z28 + 24z1z
2
8)

a16(z)= � 4(33z1+ z21� 18z2+ 7z1z2� 15z3� 9z5� 15z6� 6z1z6+ 18z7+ 19z1z7+

6z2z7+ 18z27 � 7z8� 21z1z8� 10z2z8+ 6z3z8� 4z6z8+ 56z7z8� 7z28 + 6z1z
2
8 � 18z38)

a22(z)= � 4(31� 4z1 + 13z21 + 3z2 + 8z1z2� 4z22 � 2z3 + z4� 9z5+ 19z6 + 4z1z6+

16z1z7 + 3z2z7 + 9z27 � 30z8 � 15z1z8 + 9z21 z8 � 16z2z8 � 6z3z8 � 11z6z8 � 30z7z8 +

10z28 � 6z1z
2
8 + 10z38)

a13(z)= � 4(31+ 36z1 � 27z21 � 18z2 + 16z1z2 + 22z3 � 7z1z3+ 3z4 � 18z5 � 9z6 +

9z1z6 + 22z7 � 36z1z7 + 6z2z7 � 9z27 � 12z8 + 13z1z8 + 19z21 z8 + 9z2z8 � 13z3z8 +

4z6z8 � 20z7z8 � 18z28 + 14z1z
2
8 � 10z38)

a58(z)= � 4(� 31� 12z1� 13z21 + 6z2+ 7z1z2+ 20z3 + 5z4� 9z5+ 65z6+ 11z1z6�

42z7 � 12z1z7 + 6z2z7 � 11z27 � 22z8 + 24z2z8 + 6z3z8 � 5z5z8 + 25z6z8 � 42z7z8 +

50z28 � 6z1z
2
8 + 11z38)

a67(z)= � 4(� 8z1 � 8z21 � 8z2 + z1z2 + 2z3 + 5z4 � 9z5 + 30z6 � 49z7 + 7z1z7 +

8z2z7 � 8z6z7 � 9z27 + 22z8 + 33z1z8 + 13z21 z8 + 24z2z8 � 19z3z8 + 3z5z8 � 9z6z8 �

40z7z8 + 11z1z7z8 + 7z28 � 31z1z
2
8 + 7z2z

2
8 + 19z7z

2
8 � 2z38)

a37(z)= � 4(� 31� 5z1� 6z
2
1+ 2z2� 24z1z2+ 8z

2
2� 19z3+ 7z1z3� 16z4+ 26z5� 30z6�

7z1z6� 11z7+ 14z1z7� 14z2z7� 8z3z7+ 20z
2
7+ 31z8� 21z1z8+ 18z

2
1 z8+ 7z2z8+ 6z1z2z8+

2z3z8 + 5z5z8 � 11z6z8 + 66z7z8 + 13z1z7z8 + 36z28 + z1z
2
8 + 7z2z

2
8 � 19z7z

2
8 � 46z38)

a26(z)= 4(31� z1� 31z2� 8z
2
2� 20z3� 7z1z3+ 16z4� 31z5+ 25z6+ 18z1z6+ 9z2z6�

11z7 � 34z1z7 � 19z2z7 � 5z3z7 � 13z6z7 � 22z27 � 57z8 + 7z1z8 + 6z21 z8 + 22z2z8 �

6z1z2z8� 6z3z8+ 8z5z8+ 24z6z8� 52z7z8� 24z1z7z8� 12z
2
8+ 13z1z

2
8+ 17z2z

2
8+ 22z

3
8)

a15(z)= � 4(� 19z1+ 13z
2
1+ z2+ 6z1z2+ 8z

2
2� 15z3+ 7z1z3� 16z4� 21z5� 8z1z5�

43z6+ 11z1z6+ 5z2z6+ 20z7� 19z1z7� 19z2z7+ 5z3z7+ 13z6z7+ 20z
2
7+ 32z8+ z1z8�

19z21 z8 � 5z2z8 + 6z1z2z8 + 13z3z8 � 8z5z8 + 44z6z8 + 32z7z8 � 5z1z7z8 � 25z28 +

12z1z
2
8 + 12z2z

2
8 � 19z7z

2
8 + 9z38)

a23(z)= � 4(� 36z1� 12z21 + 24z31 � 13z2� 3z1z2� 5z3� 34z1z3� 10z2z3+ 19z4�

6z5 + 4z1z5 + 51z6 � 17z1z6 + 5z2z6 � 29z7 � 37z1z7 + 12z21 z7 + 11z2z7 � 7z3z7 +

z6z7 � 29z27 � 20z8 + 43z1z8 � 11z21 z8 + 5z2z8 + 14z1z2z8 � z3z8 � 16z5z8 + 12z6z8 �

60z7z8 � 4z1z7z8 � 7z28 � 13z1z
2
8 � 9z2z

2
8 + 26z38)

a48(z)= 4(� 31+ 7z1+ 12z21 + 6z31 + 25z2� 6z1z2� 8z22 � 24z3 � 19z1z3� 6z2z3+

22z4� 37z5� 4z1z5+ 7z6+ 14z1z6� 5z2z6� 13z7+ 6z21 z7� 15z2z7� 11z3z7+ 9z6z7�

2z27+ 15z8� 17z1z8+ 26z21 z8+ 18z2z8� 6z1z2z8� 44z3z8+ 6z4z8� 20z5z8+ 16z6z8�

32z7z8 + 10z1z7z8 + 40z28 � 21z1z
2
8 � 5z2z

2
8 � 20z7z

2
8 � 12z38)
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a57(z)= 4(� 31� 11z1� 6z21 + 6z31 + 13z1z2+ 8z22 + 18z3 � 12z1z3� 6z2z3� 5z4�

31z5 + 6z1z5 + 21z6 � 10z1z6 � 8z2z6 � 2z7 � 31z1z7 � 6z21 z7 � 20z2z7 + 18z3z7 +

10z5z7 + 6z6z7 + 29z27 + 41z8 + 18z1z8 + z21 z8 � 8z1z2z8 � z3z8 � 4z4z8 + 17z5z8 �

23z6z8� 10z1z6z8+ 51z7z8+ 25z1z7z8� 6z2z7z8+ 10z27 z8+ 32z28 � 7z1z
2
8 � 17z2z

2
8 �

6z3z
2
8 � 24z6z

2
8 + 21z7z

2
8 � 36z38 + 6z1z

3
8 � 10z48)

a66(z)= � 4(31� 8z1� 3z
2
1+ 4z

3
1� z2� 3z1z2+ 7z3� 15z1z3+ 3z2z3+ 18z4� 17z5�

3z1z5+ 41z6 + 3z1z6 � 6z26 + 19z7 � 6z1z7 � 3z21 z7 + 17z2z7 + 10z3z7+ z5z7� z6z7 +

18z27 + 5z1z
2
7 � 45z8 � 5z21 z8 + 9z2z8 + z1z2z8 + 5z3z8 + 2z4z8 � 9z5z8 + 35z6z8 �

62z7z8 + 3z1z7z8 + 7z2z7z8 + 5z27 z8 � 12z28 + 14z1z
2
8 + 6z21 z

2
8 � 2z2z

2
8 � 12z3z

2
8 �

2z6z
2
8 � 59z7z

2
8 + 21z38 � 12z1z

3
8 + 14z48)

a36(z)= 4(31� 27z1� 51z
2
1+ 7z

3
1� 42z2+ 43z1z2� 7z

2
1 z2� 16z

2
2+ 42z3� 8z1z3� z2z3+

32z4� 43z5+ 17z1z5+ 79z6+ 25z1z6� 9z2z6+ 12z3z6+ 2z7� 40z1z7� 18z
2
1 z7� 18z2z7�

5z1z2z7+ 29z3z7� 5z5z7+ 11z
2
7� 13z1z

2
7� 57z8+ 64z1z8� 7z

2
1 z8� 22z2z8+ 24z1z2z8�

7z22 z8+ 4z3z8� 6z1z3z8+ 14z4z8� 48z5z8+ 42z6z8+ 6z1z6z8� 55z7z8� 19z1z7z8+

6z2z7z8� z27 z8� 14z28 + 20z1z
2
8 + 6z21 z

2
8 + 18z2z

2
8 � 18z3z

2
8 + 20z6z

2
8 � 58z7z

2
8 + 20z48)

a25(z)= 4(31+ 10z1 + 18z21 + 7z31 + 2z2 � 5z1z2 � 7z21 z2 + 12z22 � 31z3 � z1z3 �

z2z3� 30z4� 23z5+ 17z1z5+ 12z2z5� 54z6� 73z1z6� 9z2z6� 4z3z6� 12z26 + 42z7+

29z1z7+ 18z21 z7+ 2z2z7� 5z1z2z7 � 31z3z7+ 7z5z7 � 24z6z7+ 11z27 � z1z
2
7 + 54z8 +

20z1z8 � 20z21 z8 � 7z2z8 � 4z1z2z8 � 7z22 z8 + 13z3z8 � 6z1z3z8 + 14z4z8 � 7z5z8 +

69z6z8 � 6z1z6z8 + 33z7z8 + 27z1z7z8 + 6z2z7z8 � z27 z8 � 77z28 � 18z1z
2
8 + 6z21 z

2
8 +

4z2z
2
8 + 6z3z

2
8 + 8z6z

2
8 � 72z7z

2
8 + z38 � 12z1z

3
8 + 20z48)

a14(z)= � 4(7z1 � 46z21 � 21z31 � 9z2 � 13z1z2 + 7z21 z2 � 12z22 + 55z3 + 36z1z3 +

z2z3 � z4 � 10z1z4 � 26z5 + 11z1z5 + 4z2z5 � 7z6 + 6z1z6 � 20z2z6 + 4z3z6 � 4z26 +

22z7 � 8z1z7 � 18z21 z7 � 33z2z7 + 5z1z2z7 + 9z5z7 + 19z6z7 + 22z27 � 9z1z
2
7 + 28z8 �

32z1z8+ 20z21 z8� 44z2z8+ 16z1z2z8+ 7z22 z8+ 41z3z8+ 6z1z3z8 � 14z4z8+ 4z5z8+

2z6z8� 12z1z6z8+ 54z7z8+ 19z1z7z8+ 14z2z7z8+ 9z27 z8+ 5z28 + 39z1z
2
8 � 18z21 z

2
8 +

z2z
2
8 + 24z3z

2
8 � 8z6z

2
8 + 16z7z

2
8 � 26z38 + 2z1z

3
8 + 10z48)

a33(z)= � 4(31� z1� 17z21 � 17z31 � 28z2� 6z1z2+ 12z21 z2+ 2z22 + 42z3+ 14z1z3�

8z2z3 � 7z23 + 23z4 + z1z4 � 40z5 � 14z1z5 + 2z2z5 + 41z6 � 7z1z6 + 4z21 z6 + 5z2z6 �

2z3z6 + 3z26 + 11z7 � 5z1z7 � 30z21 z7 � 22z2z7 + 6z1z2z7 + 21z3z7 � 8z5z7 � 7z6z7 +

20z27� 7z1z
2
7� 61z8+ 26z1z8+ 14z

2
1 z8+ 9z

3
1 z8� 11z2z8� 3z1z2z8� 12z1z3z8+ 7z4z8�

13z5z8 + 39z6z8 + 3z1z6z8 � 28z7z8 + 18z1z7z8 � 6z2z7z8 � z27 z8 � 4z28 + 9z1z
2
8 +

5z21 z
2
8 + 3z2z

2
8 � 8z3z

2
8 + 9z6z

2
8 � 50z7z

2
8 + 6z38 � 16z1z

3
8 + 20z48)

a47(z)= � 4(15z1 + 36z21 + 21z31 + 25z2 � 11z1z2 � 7z21 z2 � 16z22 + 7z1z
2
2 � 62z3 �

49z1z3 + 7z23 + 31z4 � 14z1z4 + 3z5 + 22z1z5 + z2z5 + 17z6 � z1z6 � 3z21 z6 + 3z2z6 �

8z3z6 + 4z26 � 11z7 � 9z1z7 + 8z21 z7 + 29z2z7 � 6z1z2z7 � 12z4z7 � 7z5z7 � 13z6z7 �

51z27 + 11z1z
2
7 + 25z8 + 2z1z8 + 2z21 z8 � 19z31 z8 + 43z2z8 + z1z2z8 + z22 z8 � 33z3z8 +

45z1z3z8 + 5z2z3z8 � 25z4z8 + 28z5z8 + 4z1z5z8 � 35z6z8 � 22z1z6z8 + 5z2z6z8 �

108z7z8+ 51z1z7z8� 5z
2
1 z7z8+ 16z2z7z8+ 10z3z7z8� 9z6z7z8+ 5z

2
7 z8� 5z

2
8� 39z1z

2
8�

8z21 z
2
8 � 32z2z

2
8 + 6z1z2z

2
8 + 33z3z

2
8 + 19z5z

2
8 � 18z6z

2
8 + 71z7z

2
8 � 11z1z7z

2
8 + 2z38 +

7



9z1z
3
8 + 5z2z

3
8 + 19z7z

3
8 � 8z48)

a56(z)= 4(14z1+ 7z21 � 7z31 + 6z2� 15z1z2+ 6z21 z2� 7z1z
2
2 � 8z3+ z1z3� 5z2z3�

7z23+ 8z4+ 14z1z4+ 21z5� 6z1z5+ 7z2z5� 33z6+ 50z1z6+ 14z
2
1 z6� 25z2z6� 21z3z6+

15z5z6 � 3z26 + 29z7 � 7z1z7 + 7z21 z7 � z1z2z7 � 8z3z7 � 3z4z7 + 11z5z7 � 64z6z7 �

9z1z6z7 + 38z27 � z1z
2
7 � 6z2z

2
7 + 9z37 � 29z8 � 59z1z8 + 14z21 z8 + 6z31 z8 + 2z2z8 +

19z1z2z8+ 8z22 z8+ 5z3z8+ z1z3z8� 5z2z3z8� 31z4z8� 26z5z8+ 5z1z5z8� 74z6z8�

16z1z6z8� 7z2z6z8+ 70z7z8� 72z1z7z8� 6z
2
1 z7z8� 30z2z7z8+ 11z3z7z8� 17z6z7z8+

79z27 z8+ 61z
2
8+ 18z1z

2
8� 18z

2
1 z

2
8� 24z2z

2
8� z1z2z

2
8+ 6z3z

2
8+ 8z5z

2
8+ 21z6z

2
8+ 49z7z

2
8+

19z1z7z
2
8 � 17z38 + 19z1z

3
8 + 7z2z

3
8 � 28z7z

3
8 � 18z48)

a35(z)= 4(� 25z1� 6z
2
1� 13z

3
1� z2+ 13z1z2+ 8z

2
1 z2� 6z

2
2� 8z1z

2
2+ 21z3+ 15z1 z3�

7z21 z3� 21z2z3+ 7z
2
3+ 26z4+ 7z1z4+ 7z5+ 13z1z5+ 10z2z5+ 16z3z5+ 46z6+ 41z1z6�

7z21 z6� 26z2z6� 4z1z2z6+ 7z3z6� 5z5z6� 25z26 � 18z7 � 36z1z7� 6z21 z7+ 11z2z7+

19z1z2z7 � 6z22 z7 + 21z3z7 � 5z1z3z7 + 12z4z7 � 2z5z7 + 52z6z7 � 8z1z6z7 � 36z27 �

11z1z
2
7+ 12z2z

2
7� 18z

3
7� 27z8� 9z1z8+ 5z

2
1 z8+ 13z

3
1 z8� 2z2z8+ 9z1z2z8� 6z

2
1 z2z8�

5z22 z8� 20z3z8� z1z3z8� z2z3z8+ 2z4z8� 21z5z8+ 15z1z5z8+ 26z6z8� 13z1z6z8�

15z2z6z8� 91z7z8� 3z1z7z8+ 11z21 z7z8+ 24z2z7z8� 6z3z7z8+ 45z6z7z8� 64z27 z8�

16z28 + 45z1z
2
8 � 19z21 z

2
8 � 17z2z

2
8 + z1z2z

2
8 + 7z3z

2
8 � 22z5z

2
8 + 17z6z

2
8 � 10z7z

2
8 �

5z1z7z
2
8 + 14z38 � 5z1z

3
8 � z2z

3
8 + 18z7z

3
8 + 14z48)

a24(z)= � 4(32z1 � 6z21 � 6z31 + 25z2 � 46z1z2 + 12z21 z2 � 2z22 + 8z1z
2
2 � 17z3 +

3z1z3+ 7z21 z3� 14z2z3� 7z23 + 4z4� 7z1z4� 15z2z4+ 24z5+ 5z1z5� 2z2z5+ 3z3z5�

3z6 + 13z1z6 � 17z21 z6 + 31z2z6 + 4z1z2z6 + 14z3z6 + 5z5z6 + 7z26 � 13z7 � 7z1z7 �

14z2z7+ 9z1z2z7+ 6z22 z7� 2z3z7+ 5z1z3z7� 12z4z7+ 25z5z7� 21z6z7� 13z1z6z7+

7z27 � 6z1z
2
7 + 9z2z

2
7 � 39z8� 26z1z8+ 23z21 z8� 26z31 z8� 17z2z8� z1z2z8+ 6z21 z2z8�

21z22 z8+ 7z3z8+ 26z1z3z8+ z2z3z8+ 28z4z8� 6z5z8+ 6z1z5z8+ 7z6z8+ 49z1z6z8�

14z2z6z8+ 29z7z8� 8z1z7z8� 22z
2
1 z7z8� 31z2z7z8+ 12z3z7z8+ 10z6z7z8+ 23z

2
7 z8+

6z28 � 52z1z
2
8 + 32z21 z

2
8 + 2z2z

2
8 + 4z1z2z

2
8 � 10z3z

2
8 � 20z5z

2
8 � 4z6z

2
8 � 52z7z

2
8 +

10z1z7z
2
8 + 3z38 + 15z1z

3
8 + 7z2z

3
8 + 10z48)

a46(z)= � 4(� 31z1+ 7z21� 2z31� 8z41� 35z2+ 11z1z2� 6z21 z2+ 20z22� z1z
2
2+ 8z32+

8z3+ 19z1z3+ 24z
2
1 z3+ 14z2z3+ 8z1z2z3� 8z

2
3� 39z4� 22z1z4� 24z2z4+ 12z5+ 8z1z5�

8z21 z5+ 37z2z5+ 15z3z5� 17z6� 70z1z6� 29z2z6� 15z1z2z6� 18z3z6� 18z4z6+ 3z5z6+

15z26+ 66z7� 5z1z7� 10z
2
1 z7� 34z2z7+ 16z1z2z7+ 8z

2
2 z7+ 31z3z7� 5z1z3z7+ 4z2z3z7�

z5z7+ 4z1z5z7+ 41z6z7� 2z1z6z7+ 5z2z6z7+ 6z
2
7� 4z

2
1 z

2
7+ 17z2z

2
7+ 9z3z

2
7� 9z6z

2
7+

47z8+ 81z1z8� 14z21 z8+ 28z31 z8+ 43z2z8� 6z1z2z8� 21z21 z2z8� 23z22 z8+ 6z1z
2
2 z8�

20z3z8� 42z1z3z8+ 13z2 z3z8+ 6z
2
3 z8+ 25z4z8� 12z1z4z8+ 24z5z8+ 29z1 z5z8+ z2z5z8+

16z6z8 � 26z1z6z8 � 2z21 z6z8 � 8z3z6z8 + 4z26 z8 � 60z7z8 + 102z1z7z8 � 14z21 z7z8 +

77z2z7z8 + z1z2z7z8 + 44z3z7z8 + 10z5z7z8 � 41z6z7z8 � 71z27 z8 � 2z1z
2
7 z8 � 74z28 +

63z1z
2
8 + 8z21 z

2
8 � 12z31 z

2
8 + 55z2z

2
8 + 3z1z2z

2
8 � 7z22 z

2
8 � 51z3z

2
8 + 24z1z3z

2
8 � 2z4z

2
8 +

17z5z
2
8� 40z6z

2
8� 8z1z6z

2
8� 114z7z

2
8+ 59z1z7z

2
8+ 6z2z7z

2
8+ 20z

2
7 z

2
8+ 21z

3
8� 86z1z

3
8+

18z21 z
3
8 � 24z2z

3
8 � 12z3z

3
8 � 2z6z

3
8 + 71z7z

3
8 + 36z48 � 12z1z

4
8 � 20z58)

a55(z)= � 4(31+ 5z1+ 13z21� 6z31+ 3z41� 2z2� 9z1z2+ 2z22+ 4z32� 28z3+ 12z1z3�

16z21 z3 + 2z2z3 + 4z1z2z3 + 10z23 � 19z4 + 16z1z4 � 12z2z4 � 7z5 + 2z1z5 � 4z21 z5 �

8



20z2z5+ 4z3z5� 10z25� 66z6� 7z1z6� 9z21 z6� 6z2z6� z1z2z6+ 40z3z6+ z4z6� z5z6+

51z26 + 4z1z
2
6 + 53z7 + 10z1z7+ 6z21 z7� 6z31 z7+ 16z2z7� 9z1z2z7� 8z22 z7� 36z3z7+

12z1z3z7+ 2z2z3z7+ z4z7+ 13z5z7� 2z1z5z7� 53z6z7� 3z1z6z7+ 6z2z6z7+ 13z27 +

5z1z
2
7 + 3z21 z

2
7 + 18z2z

2
7 � 8z3z

2
7 � 7z6z

2
7 � 9z37 + 41z8 � 39z1z8 + 5z21 z8 + 7z31 z8 +

12z2z8 + 11z1z2z8 � 10z21 z2z8 + 3z1z
2
2 z8 � 9z3z8 + 3z1z3z8 + 9z2z3z8 + 3z23 z8 �

14z4z8 � 6z1z4z8 � 24z5z8 + 10z1z5z8 � 3z2z5z8 � 31z6z8 � 25z1z6z8 � 6z21 z6z8 +

29z2z6z8+ 12z3z6z8+ 12z
2
6 z8+ 62z7z8� 20z1z7z8+ 18z

2
1 z7z8+ 12z2z7z8� 2z1z2z7z8�

29z3z7z8� 5z5z7z8� 57z6z7z8+ 21z27 z8� z1z
2
7 z8� 18z28 + 29z1z

2
8 � 26z21 z

2
8 � 8z2z

2
8 +

z1z2z
2
8+ 32z3z

2
8� 6z1z3z

2
8+ 12z4z

2
8+ 10z5z

2
8+ 94z6z

2
8� 24z7z

2
8+ 23z1z7z

2
8� 10z2z7z

2
8+

4z27 z
2
8� 55z

3
8+ 7z1z

3
8+ 3z

2
1 z

3
8+ 9z2z

3
8+ 6z3z

3
8+ 13z6z

3
8� 64z7z

3
8+ 20z

4
8� 12z1z

4
8+ 15z

5
8)

a34(z)= 4(� 16z1+ 40z
2
1+ 63z

3
1+ 7z

4
1� 11z2+ 38z1z2� 7z

3
1 z2+ 23z

2
2+ 12z1z

2
2� 27z3�

79z1z3+ 7z
2
1 z3� z2z3+ 6z1z2z3� 15z

2
3+ z4� 46z1z4� 8z2z4+ 20z3z4+ 28z5+ 68z1z5�

18z21 z5� 5z2z5� 3z1z2z5+ 29z3z5� 5z
2
5� 4z6� 66z1z6� 29z

2
1 z6� 48z2z6+ 23z1z2z6�

5z22 z6+ 9z3z6� 4z1z3z6+ 10z4z6� 30z5z6+ 15z26 + 4z1z
2
6 + 42z7� 21z1z7+ 26z21 z7+

24z31 z7� 10z2z7+ 58z1z2z7� 5z
2
1 z2z7� 17z

2
2 z7+ 15z3z7� 30z1z3z7� z2z3z7+ 34z4z7�

16z5z7 + 67z6z7 � 12z1z6z7 + 4z2z6z7 � 16z27 � 45z1z
2
7 + 5z21 z

2
7 + 25z2z

2
7 + 9z3z

2
7 �

9z6z
2
7� 18z

3
7+ 23z8+ 61z1z8� 24z

2
1 z8� 26z

3
1 z8+ 62z2z8� 4z1z2z8� 4z

2
1 z2z8� 15z

2
2 z8�

7z1z
2
2 z8� 23z3z8� 17z1z3z8� 6z

2
1 z3z8+ z2z3z8+ 6z

2
3 z8+ 25z4z8+ 6z1z4z8+ 12z5z8+

43z1z5z8 + 2z2z5z8 � z6z8 � 13z1z6z8 + 20z21 z6z8 � 9z2z6z8 � 24z3z6z8 + 4z26 z8 �

109z7z8+ 54z1z7z8� 41z
2
1 z7z8+ 76z2z7z8� 2z1z2z7z8+ z3z7z8+ 15z5z7z8� 16z6z7z8�

129z27 z8� 5z1z
2
7 z8� 30z

2
8� 41z1z

2
8� 6z

2
1 z

2
8+ 6z

3
1 z

2
8+ 37z2z

2
8� z1z2z

2
8+ 9z

2
2 z

2
8� 11z3z

2
8+

6z1z3z
2
8� 26z4z

2
8+ 15z5z

2
8� 38z6z

2
8� 32z1z6z

2
8� 78z7z

2
8+ 49z1z7z

2
8� 3z2z7z

2
8+ 20z

2
7 z

2
8+

17z38 � 4z1z
3
8 � 6z21 z

3
8 � 40z2z

3
8 + 20z3z

3
8 � 2z6z

3
8 + 129z7z

3
8 + 24z48 � 12z1z

4
8 � 20z58)

a45(z)= � 4(25z21+ 25z
3
1+ 13z1z2� 28z

2
1 z2� 8z

3
1 z2� 22z

2
2� 2z1z

2
2� 24z3� 52z1z3+

20z2z3 + 15z1z2z3 + 9z22 z3 � 2z23 + 49z4 + 4z1z4 + 9z21 z4 � 6z2z4 � 18z3z4 � 45z5 +

31z1z5 � 5z21 z5 + 2z2z5 � 11z1z2z5 + 4z3z5 � 24z4z5 + 9z25 + 38z6 � z1z6 + 12z21 z6 �

3z31 z6+ 12z1z2z6+ 9z22 z6+ z3z6+ 13z1z3z6+ 3z2z3z6� 35z4z6+ 59z5z6+ 4z1z5z6�

3z26� 14z1z
2
6+ 5z2z

2
6� 11z7� 26z1z7+ 29z

2
1 z7+ 19z

3
1 z7+ 28z2z7+ 3z1z2z7� 13z

2
1 z2z7�

22z22 z7+ 5z1z
2
2 z7� 20z3z7� 33z1z3z7+ 5z2z3z7+ 5z

2
3 z7+ 38z4z7� 10z1z4z7� 24z5z7+

15z1z5z7+ z2z5z7� 3z6z7� 4z
2
1 z6z7+ 31z2z6z7� 5z

2
6 z7� 42z

2
7+ 3z1z

2
7+ 4z

2
1 z

2
7+ 28z2z

2
7�

4z1z2z
2
7 + 4z3z

2
7 � 9z5z

2
7 � 10z6z

2
7 � 31z37 + 9z1z

3
7 � 5z8 � 11z1z8 � 4z21 z8 � 12z31 z8 +

6z41 z8+ 14z2z8� 4z1z2z8+ 3z21 z2z8� 2z22 z8� z1z
2
2 z8+ 7z32 z8� 39z3z8+ 40z1z3z8�

31z21 z3z8+ 26z2z3z8+ 7z1z2z3z8+ 19z
2
3 z8� 71z4z8+ 15z1z4z8� 21z2z4z8� 42z5 z8�

13z1z5z8� 7z
2
1 z5z8+ 5z2z5z8+ 13z3z5z8� 73z6z8� 50z1z6z8� 16z

2
1 z6z8� 42z2z6z8�

7z1z2z6z8+ 50z3z6z8+ 19z5z6z8+ 7z
2
6 z8� 22z7z8+ 53z1z7z8� 30z

2
1 z7z8� 6z

3
1 z7z8+

44z2z7z8 � 5z1z2z7z8 � 7z22 z7z8 � 53z3z7z8 + z1z3z7z8 + 19z4z7z8 � 52z5z7z8 +

43z6z7z8 � 10z1z6z7z8 � 37z27 z8 + 17z1z
2
7 z8 + 2z2z

2
7 z8 + 129z28 � 42z1z

2
8 � 21z21 z

2
8 +

7z31 z
2
8� 7z2z

2
8+ 32z1z2z

2
8� 13z

2
1 z2z

2
8+ 2z

2
2 z

2
8+ 11z3z

2
8+ 6z1z3z

2
8+ 12z2z3z

2
8� 25z4z

2
8+

28z5z
2
8 + 7z1z5z

2
8 � 28z6z

2
8 + 16z1z6z

2
8 + 3z2z6z

2
8 + 103z7z

2
8 � 30z1z7z

2
8 + 24z21 z7z

2
8 +

53z2z7z
2
8� 14z3z7z

2
8� 14z27 z

2
8� 37z38+ 49z1z

3
8� 23z21 z

3
8� 8z2z

3
8+ 7z1z2z

3
8+ 38z3z

3
8+

28z5z
3
8 + 12z6z

3
8 + 31z7z

3
8 � 21z1z7z

3
8 � 52z48 + 3z1z

4
8 � 9z2z

4
8 + 12z58)

a44(z)= � 4(31+ 16z1+ 18z
2
1� z

3
1+ 5z

4
1+ 7z

5
1+ 5z2+ 26z1z2� 5z

2
1 z2+ 3z

2
2� 30z1z

2
2�

5z32 � 11z3 � 21z1z3� 45z21 z3� 35z31 z3� 24z2z3� 10z1z2z3+ 35z23 + 35z1z
2
3 + 23z4 +

9



35z1z4+ 30z21 z4+ 15z2z4+ 5z1z2z4� 30z3z4� 15z24+ 36z5+ 13z1z5+ 3z21 z5+ 4z31 z5�

5z2z5� 19z1z2z5+ 3z
2
2 z5� 16z3z5� 6z1z3z5+ z2z3z5� 12z4z5+ 31z

2
5+ 2z1z

2
5� 11z6+

20z1z6+ 51z
2
1 z6+ 16z

3
1 z6� 3z2z6+ 34z1z2z6� 7z

2
1 z2z6+ 19z

2
2 z6+ 2z1z

2
2 z6� 12z3z6�

9z1z3z6+ 5z2z3z6+ 2z23 z6� 24z4z6� 4z1z4z6� 13z5z6+ 2z1z5z6+ 3z2z5z6� 2z26 �

22z1z
2
6 + 2z2z

2
6 � 4z3z

2
6 + 2z36 + 11z7 � 35z1z7 � 4z21 z7 + 3z31 z7 � 3z41 z7 + 15z2z7 +

16z1z2z7 � 11z21 z2z7 � 15z22 z7 + 4z1z
2
2 z7 + 3z32 z7 + 7z3z7 � 21z1z3z7 + 9z21 z3z7 �

11z2z3z7+ 3z1z2z3z7 � 3z23 z7+ 31z4z7 � 17z1z4z7 � 9z2z4z7+ 13z5z7 + 34z1z5z7 �

4z21 z5z7+ 22z2z5z7+ 9z3z5z7� 7z6z7� 26z1z6z7+ z21 z6z7� 17z2z6z7� 7z1z2z6z7�

9z5z6z7 + 4z26 z7 � 18z27 � 28z1z
2
7 � 5z21 z

2
7 + 2z31 z

2
7 + 12z2z

2
7 � 2z1z2z

2
7 + 35z3z

2
7 �

9z1z3z
2
7 + 9z4z

2
7 � 18z5z

2
7 + 9z6z

2
7 + 9z1z6z

2
7 � 28z37 � 15z8 � 36z1z8 � 33z21 z8 +

30z31 z8 + 16z2z8 � 23z1z2z8 + 37z21 z2z8 � 3z31 z2z8 � 22z22 z8 + 18z1z
2
2 z8 � 5z32 z8 �

15z3z8� 37z1z3z8� 45z2 z3z8+ 5z1z2z3z8+ 4z22 z3z8+ 38z23 z8+ 73z4z8� 41z1z4z8+

4z21 z4z8+ 9z2z4z8� 8z3z4z8� 32z5z8� 28z
2
1 z5z8� 7z2z5z8� 2z1z2z5z8+ 18z3z5z8+

12z25 z8+ 4z6z8+ 13z1z6z8� 28z
2
1 z6z8� 4z

3
1 z6z8+ 18z2z6z8+ 19z1z2z6z8� 3z

2
2 z6z8+

8z3z6z8 + 8z1z3z6z8 � 6z4z6z8 � 4z5z6z8 + 4z26 z8 � 4z1z
2
6 z8 � 33z7z8 � 6z1z7z8 �

45z21 z7z8 + 3z31 z7z8 + 50z2z7z8 � 41z1z2z7z8 � 9z21 z2z7z8 � 13z22 z7z8 + 46z3z7z8 +

9z1z3z7z8 + 8z2z3z7z8 + 4z4z7z8+ 11z5z7z8 � 6z1z5z7z8 � 49z6z7z8 + 5z1z6z7z8 +

6z2z6z7z8� 85z
2
7 z8+ 96z1z

2
7 z8+ 3z

2
1 z

2
7 z8+ 26z2z

2
7 z8� 9z6z

2
7 z8� 9z

3
7 z8� 42z

2
8+ 25z1z

2
8+

11z21 z
2
8� 44z

3
1 z

2
8+ 6z

4
1 z

2
8+ 37z2z

2
8� 51z1z2z

2
8+ 4z

2
1 z2z

2
8+ 11z

2
2 z

2
8� 38z3z

2
8+ 89z1z3z

2
8�

24z21 z3z
2
8 + 12z23 z

2
8 � 48z4z

2
8 + 16z1z4z

2
8 � 63z5z

2
8 + 2z1z5z

2
8 � 11z2z5z

2
8 � 22z6z

2
8 �

5z1z6z
2
8 + 14z21 z6z

2
8 + z2z6z

2
8 + 4z3z6z

2
8 + 2z26 z

2
8 � 41z7z

2
8 + 74z1z7z

2
8 � 18z21 z7z

2
8 �

54z2z7z
2
8 � z1z2z7z

2
8 � 13z3z7z

2
8 + 21z5z7z

2
8 � 4z6z7z

2
8 + 94z27 z

2
8 � 17z1z

2
7 z

2
8 + 75z38 �

64z1z
3
8 + 32z21 z

3
8 � 44z2z

3
8 + 26z1z2z

3
8 + 4z22 z

3
8 + 6z3z

3
8 � 8z4z

3
8 + 14z5z

3
8 + 34z6z

3
8 +

4z1z6z
3
8 + 95z7z

3
8 � 64z1z7z

3
8 � z2z7z

3
8 + 9z27 z

3
8 + 7z48 + 8z1z

4
8 � 8z21 z

4
8 + 12z2z

4
8 +

16z3z
4
8 � 4z6z

4
8 � 42z7z

4
8 � 32z58 + 16z1z

5
8 + 10z68)

A ppendix A :List ofthe characters ofE 8 ofsecond order.

O nce the operator � 1 is known,we can apply the m ethodsdescribed in [10]to solve in

a recursive way the eigenvalue problem � 1
�
m
= "m (1)�m

to �nd the characters �
m
(z)

(11). In [10]we describe also how the Ham iltonian can be used to com pute the Clebsch-

G ordan seriesfortheE -algebras.In thisappendix wegivethecom pletelistofthesecond

ordercharactersofE 8,and subsequently (App.B)som e higherordercharacters.

�0;0;0;0;0;0;0;2 = � 1� z1 � z7 � z8 + z28

�1;0;0;0;0;0;0;1 = � z1 � z2 � z7 � z8 + z1z8

�2;0;0;0;0;0;0;0 = z1 + z21 � z3 � z6 + z7 + z8 � z1z8 � z28

�0;0;0;0;0;0;1;1 = 1+ z1 � z6 + z7 + z8 � z1z8 + z7z8 � z28

�0;1;0;0;0;0;0;1 = � z3 � z6 + z8 � z1z8 + z2z8
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�1;0;0;0;0;0;1;0 = z1 + z2 + z6 + z1z7 � z2z8 � z7z8

�0;0;0;0;0;1;0;1 = � 1� z1 � z2 � z5 � z7 � z1z7 � z8 + z1z8 + z6z8 + z28

�0;0;0;0;0;0;2;0 = z3 + z7 + z1z7 + z27 + z8 + 2z1z8 � z6z8 + 2z7z8 + z28 � z1z
2
8 � z38

�1;1;0;0;0;0;0;0 = � z1 � z21 + z1z2 + z3 � z5 + z6 � z1z7 � z8 + z1z8 + z28

�0;0;1;0;0;0;0;1 = � z2 � z1z2 � z6 + z3z8 + z7z8

�0;1;0;0;0;0;1;0 = z1 + z21 + z2 � z3 + z5 + z1z7 + z2z7 + z2z8 � z3z8 � z6z8 � z1z
2
8

�1;0;0;0;0;1;0;0 = � z1+ z1z6� z7� z1z7� z2z7� z
2
7� z8� z1z8+ z6z8� 2z7z8� z

2
8+ z1z

2
8+ z

3
8

�0;2;0;0;0;0;0;0 = � z2+ z22 � z4 � z6� z1z6+ z8 � z21 z8+ z3z8 + z6z8+ z7z8 � z28 + z1z
2
8

�1;0;1;0;0;0;0;0 = z1+ z21 + z1z3� z4� z1z6+ z7+ 2z1z7+ z27 + z8� z21 z8� z2z8+ z3z8+

z7z8 � z28

�0;0;0;0;1;0;0;1 = 1+ z1 � z4� z6 � z1z6 + 2z7 + z1z7 + z27 + 2z8 � z2z8+ z5z8 � z6z8 +

2z7z8 � z28 � z38

�0;0;0;0;0;1;1;0 = � z1 � z21 + z3 + z6 + z1z6 � z1z7 + z6z7 � z8 � 2z1z8 � z2z8 + z3z8 �

z5z8 + z6z8 � z7z8 � z1z7z8 � z28 + 2z1z
2
8 + z38

�0;0;1;0;0;0;1;0 = z2+ z1z2+ z4+ z6+ z1z6� z7� z1z7+ z2z7+ z3z7� z27 � z8+ z21 z8+

z2z8 � z1z2z8 � z3z8 � z6z8 � 2z7z8 + z28 � z1z
2
8 + z7z

2
8

�0;1;0;0;0;1;0;0 = � z2 � z1z2 � z3 � z6 + z2z6 � z2z7 � z3z7 � z6z7 + z8 + z21 z8 � z3z8 +

z5z8 � z6z8 + z7z8 + z28 � z1z
2
8 + z2z

2
8 � z38

�1;0;0;0;1;0;0;0 = z1 + z2 + z5 + z1z5 � z1z6 � z2z6 + z1z7 + z2z7 + z8 + z1z8 + z2z8 �

z6z8 + z7z8 + z1z7z8 + z28 � z1z
2
8 � z2z

2
8 � z38

�0;1;1;0;0;0;0;0 = � z21 � z31 � z1z2 + 2z1z3 + z2z3 � z4 � z1z5 � z6 + z1z6 + z7 � z1z7 �

z21 z7� z2z7+ z3z7+ z6z7+ z8� 2z1z8+ z21 z8� z2z8+ z3z8+ z6z8+ z1z7z8� z28 + 2z1z
2
8

�0;0;0;1;0;0;0;1 = � 1� z1+ z
2
1+ z

3
1+ z1z2� 2z1z3� z2z3+ z4� z5+ z6� z7+ z

2
1 z7� z3z7�

2z8+ z1z8� z
2
1 z8+ z2z8� z3z8+ z4z8� z5z8+ z6z8� z7z8� z1z7z8+ z

2
8� z1z

2
8� z7z

2
8+ z

3
8

�0;0;0;0;1;0;1;0 = z1z2 + z3 + z1z5 + z6 + z3z7 + z5z7 + 2z1z8 � z21 z8 + z3z8 � z4z8 +

z5z8 � z1z6z8 + z7z8 + z1z7z8 + z27 z8 + 2z28 � z2z
2
8 � z6z

2
8 + 2z7z

2
8 � z48

�0;0;0;0;0;2;0;0 = z1 + z21 � z3 � z4 + z5 � 2z6 � z1z6 + z26 � z2z7 � z3z7 � z5z7 � z6z7 �

z1z
2
7 + 2z8 � z1z8 � z21 z8 � z2z8 � 2z6z8 + z1z6z8 + 2z7z8 � z1z7z8 � z1z

2
8 + z3z

2
8 +
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z6z
2
8 + z7z

2
8 � z38 + z1z

3
8

�0;0;1;0;0;1;0;0 = � z1� z21 � z22 + z3+ z4� z5+ 2z6� z2z6+ z3z6� z7� z1z2z7� z6z7�

3z8 + z1z8 � z3z8 + z4z8 � z5z8 + z1z6z8 � 2z7z8 � z1z7z8 + z2z7z8 + z21 z
2
8 + z2z

2
8 �

z3z
2
8 � z7z

2
8 + 2z38 � z1z

3
8

�0;1;0;0;1;0;0;0 = z1 + z21 + z22 � z3 � z4 + z2z5 � z6 � z1z6 � z3z6 � z26 + z7 + 2z1z7 +

z21 z7+ z2z7� z3z7+ z5z7+ z27+ z1z
2
7+ z8+ z1z8+ z2z8� z1z2z8+ z5z8+ z6z8� z1z6z8+

2z7z8 + z1z7z8 � z28 � z6z
2
8 � z7z

2
8 � z1z

3
8

�1;0;0;1;0;0;0;0 = z21 � z3+ z1z4+ z5� z1z5� z2z5� z6+ z1z6+ z2z6+ z26 � z7� z5z7�

z27 � 2z1z8 � z3z8 � 2z6z8 + z1z6z8 � z7z8 � 2z1z7z8 � z2z7z8 � z27 z8 � z1z
2
8 + z2z

2
8 +

z6z
2
8 + z7z

2
8 + z1z

3
8

�0;0;2;0;0;0;0;0 = z1+ 2z
2
1+ z

3
1+ z2+ z1z2� z1z3+ z

2
3� z4� z1z4+ z5+ z1z5� z1z6� z

2
1 z6�

z2z6+ z3z6+ z7+ 3z1z7+ 2z
2
1 z7+ z2z7� z3z7+ z5z7+ z

2
7+ z1z

2
7+ 2z8+ 2z1z8� z

2
1 z8� z

3
1 z8�

z1z2z8� z3z8+ 2z1z3z8� z4z8+ z5z8� 2z6z8+ 3z7z8+ z
2
8� 3z1z

2
8� z2z

2
8+ z3z

2
8� 2z

3
8+ z1z

3
8

�0;0;0;1;0;0;1;0 = � z1� z21 � z2+ z3+ z4+ z1z4� z5+ z6+ z3z6� 2z1z7� z21 z7� z2z7+

z3z7 + z4z7 � z1z
2
7 � 2z8 � 2z1z8 + z31 z8� z2z8 + 2z1z2z8 + z3z8 � 2z1z3z8 � z2z3z8 +

2z4z8 � 2z5z8 + 3z6z8 + z1z6z8 � 3z7z8 � z1z7z8 + z21 z7z8 � z3z7z8 � 4z28 + 2z1z
2
8 �

z21 z
2
8 + z2z

2
8 � z3z

2
8 � z5z

2
8 + 2z6z

2
8 � 3z7z

2
8 � z1z7z

2
8 + z38 � z7z

3
8 + 2z48

�0;0;0;0;1;1;0;0 = � z1z2� z1z5� z6� z3z6+ z5z6+ z7+ z1z7+ z3z7� z4z7� z5z7� z6z7�

z1z6z7+ 2z27 + z1z
2
7 + z37 + z8+ z21 z8+ z1z2z8+ z3z8� z4z8� z5z8 + z1z5z8 � z1z6z8+

3z7z8+ z1z7z8� z2z7z8+ z3z7z8� z6z7z8+ 3z
2
7 z8+ z1z

2
8� z

2
1 z

2
8� z2z

2
8+ z5z

2
8� z

3
8� z7z

3
8

�0;0;1;0;1;0;0;0 = z2 + z1z2 + z5 + z1z5 + z3z5 + z6 � z2z6 � z1z2z6 � z26 � z7 � z1z7 +

2z2z7+ z1z2z7� z3z7+ z4z7+ z5z7+ z6z7+ z1z6z7� 2z27 � z1z
2
7 + z2z

2
7 � z37 + 2z2z8+

z1z2z8+ z5z8+ z6z8� z2z6z8� 3z7z8+ z21 z7z8+ 4z2z7z8� z3z7z8+ z6z7z8� 2z27 z8�

z1z2z
2
8 � z5z

2
8 � z6z

2
8 + z7z

2
8 � z1z7z

2
8 � z2z

3
8 + z7z

3
8

�0;1;0;1;0;0;0;0 = z1z3� z4+ z2z4� z3z5� z6+ z21 z6� z3z6+ z7+ z1z7� z2z7� z1z2z7�

z6z7+ z1z6z7+ z27� z2z
2
7+ 2z8� 2z2z8� z1z2z8+ z22 z8� z4z8+ z5z8� z1z5z8� 2z6z8�

z1z6z8+ z2z6z8+ 3z7z8� z2z7z8� z6z7z8+ z
2
7 z8+ 2z

2
8+ z5z

2
8� z6z

2
8+ 2z7z

2
8� z

3
8+ z2z

3
8� z

4
8

�0;0;0;1;0;1;0;0 = z21 + z31 + z1z2 � 2z1z3 � z2z3 � z1z4 + z1z5 � z3z5 + z4z6 + 2z21 z7 +

z31 z7+ z1z2z7� 2z1z3z7� z2z3z7� z4z7+ z27 + z1z
2
7 + z21 z

2
7 � z3z

2
7 + z37 + z1z8� z21 z8�

z1z2z8� z4z8+ z1z4z8� z1z5z8� z6z8� z1z6z8+ z3z6z8+ 3z7z8+ z1z7z8� 2z21 z7z8�

z2z7z8� z5z7z8+ 3z27 z8� 2z1z
2
7 z8+ 2z28� 2z1z

2
8� z21 z

2
8� z2z

2
8+ z1z2z

2
8+ z3z

2
8+ z4z

2
8�

z5z
2
8 + z6z

2
8 + z1z6z

2
8 + z7z

2
8 � 2z1z7z

2
8 � z27 z

2
8 � 2z38 + z6z

3
8 � 3z7z

3
8 � z48 + z1z

4
8 + z58

�0;0;0;0;2;0;0;0 = z22 + 2z2z5 + z25 + z1z6 + z21 z6 � 2z3z6 � z4z6 � 2z26 � z1z
2
6 � z1z7 �

z21 z7+ z1z2z7+ 2z3z7+ z4z7+ z1z5z7+ 4z6z7+ 2z1z6z7� 2z27 � z1z
2
7 + z3z

2
7 + z6z

2
7 �

z37 � z1z8 � z21 z8+ 2z2z8� z1z2z8+ 2z3z8+ z4z8 + 2z5z8 � z1z5z8 + 4z6z8 + z1z6z8 �

z2z6z8� z3z6z8� z26 z8� 4z7z8� z21 z7z8+ z2z7z8+ 3z3z7z8+ 4z6z7z8� 4z27 z8� z28 +

12



z21 z
2
8+ z2z

2
8� z4z

2
8� 2z6z

2
8� z1z6z

2
8+ z1z7z

2
8+ z

2
7 z

2
8+ 3z

3
8� z2z

3
8� z3z

3
8� 2z6z

3
8+ 4z7z

3
8� z

5
8

�0;0;1;1;0;0;0;0 = � z22 + z2z3+ z4+ z3z4� 2z2z5� z1z2z5+ z6+ z1z6+ z2z6+ z1z2z6+

z3z6 + z4z6 � z5z6 + z26 + z1z
2
6 � z7 + z2z7 � z22 z7 + z4z7 � z5z7 + z6z7 � z1z6z7 � z27 +

z2z
2
7 � z6z

2
7� 2z8� z22 z8� 2z3z8+ z1z5z8� z6z8� z1z6z8+ z21 z6z8+ z2z6z8� z3z6z8�

4z7z8� z1z2z7z8� 2z3z7z8+ z5z7z8� 3z6z7z8� 2z27 z8+ z22 z
2
8 � z4z

2
8 + z5z

2
8 � z6z

2
8 �

z1z6z
2
8 + z7z

2
8 + z27 z

2
8 + 3z38 + z3z

3
8 + 3z7z

3
8 � z58

�0;0;0;1;1;0;0;0 = z1z2+ z
2
1 z2� z2z3+ z

2
3+ z2z4+ z1z5+ z

2
1 z5� z3z5+ z4z5� z1z6+ z

3
1 z6�

z2z6+ z1z2z6+ z3z6� 2z1z3z6� z2z3z6+ 2z4z6� 2z5z6+ z
2
6� z1z7� z

2
1 z7� z2z7+ z3z7+

z1z4z7+ z1z5z7� z6z7� z1z6z7+ z21 z6z7� 2z1z
2
7 � z21 z

2
7 � z2z

2
7 + z3z

2
7 � z6z

2
7 � z1z

3
7 �

2z2z8+ z
2
2 z8� z2z3z8+ z4z8� z1z4z8� z5z8+ z1z5z8+ z2z5z8� z3z5z8� 2z6z8+ z1z6z8�

z21 z6z8 + 2z2z6z8 � z3z6z8 � z5z6z8 + z26 z8 � z7z8 � z1z7z8 � 2z2z7z8 + z1z2z7z8 +

z3z7z8� z4z7z8+ z5z7z8� 2z6z7z8+ z37 z8� 2z28 + 2z1z
2
8 � z1z2z

2
8 � z1z5z

2
8 + 2z6z

2
8 �

2z1z6z
2
8 + 3z1z7z

2
8� z2z7z

2
8 � z6z7z

2
8+ 2z27 z

2
8 + z2z

3
8+ z6z

3
8+ z1z7z

3
8 + z48� z1z

4
8� z7z

4
8

�0;0;0;2;0;0;0;0 = � z4 � z1z4 + z24 + z21 z5 + z31 z5 � z2z5 + z3z5 � 2z1z3z5 � z2z3z5 +

z4z5� z
2
5� z6� 2z1z6� z

2
1 z6� z

2
2 z6+ z3z6+ 3z4z6+ z1z4z6� z5z6+ 3z

2
6+ 2z1z

2
6+ z3z

2
6+

z7+ z1z7� 3z4z7� z1z4z7+ z21 z5z7� z2z5z7� 2z3z5z7� 3z6z7� 3z1z6z7� z21 z6z7 +

z3z6z7+ z26 z7+ 3z27 + 2z1z
2
7 � 2z4z

2
7� 2z6z

2
7� z1z6z

2
7+ 3z37 + z1z

3
7+ z47+ 2z8+ 2z1z8�

4z4z8 + z2z4z8 + 2z1z5z8 � z2z5z8 � 2z3z5z8 � z25 z8 � 7z6z8 � 3z1z6z8 + z1z2z6z8 +

2z4z6z8� 2z5z6z8+ 3z26 z8+ z1z
2
6 z8+ 8z7z8+ 4z1z7z8� z2z7z8� 4z4z7z8+ z5z7z8�

z1z5z7z8 � 9z6z7z8 � 3z1z6z7z8 + 10z27 z8 + 2z1z
2
7 z8 � z2z

2
7 z8 � 2z6z

2
7 z8 + 4z37 z8 +

4z28 � 2z2z
2
8 + z4z

2
8 + z5z

2
8 � 2z1z5z

2
8 + z2z5z

2
8 � 3z6z

2
8 + z1z6z

2
8 + z2z6z

2
8 + z26 z

2
8 +

7z7z
2
8 � 2z2z7z

2
8 � 4z6z7z

2
8 + 3z27 z

2
8 � 3z38 � z1z

3
8 + 2z4z

3
8 � z5z

3
8 + 4z6z

3
8 + z1z6z

3
8 �

5z7z
3
8 � z1z7z

3
8 � 2z27 z

3
8 � 4z48 + z2z

4
8 + 2z6z

4
8 � 4z7z

4
8 + z58 + z68

A ppendix B :List ofother characters.

�0;0;0;0;0;0;0;3 = z1 + z2 + z6 � z8 � z1z8 � 2z7z8 � z28 + z38

�1;0;0;0;0;0;0;2 = � z1 � z21 + z3 + z6 � z1z7 � z2z8 � z7z8 + z1z
2
8

�2;0;0;0;0;0;0;1 = � z1z2� z3+ z5� z6+ z8+ z
2
1 z8+ z2z8� z3z8� z6z8+ 2z7z8+ z

2
8� z1z

2
8� z

3
8

�0;0;0;0;0;0;1;2 = z21 � z3 + z5 � z6 � z7 � z27 + z8 + z1z8 + z2z8 � z6z8 + z7z8 + z28 �

z1z
2
8 + z7z

2
8 � z38

�0;1;0;0;0;0;0;2 = z1 + z21 + z7 + z1z7 � z2z7 � z2z8 � z3z8 � z6z8 � z1z
2
8 + z2z

2
8

�1;0;0;0;0;0;1;1 = z1z2 � z5 � z1z6 � z8 � z21 z8 + z2z8 + z3z8 + 2z6z8 � z7z8 + z1z7z8 �

z28 + z1z
2
8 � z2z

2
8 � z7z

2
8 + z38
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�1;1;0;0;0;0;0;1 = � z1 � z21 � z22 + z3 � z1z3 + z4 � z5 + 2z6 + z1z6 � z7 � z1z7 � 2z8 �

z2z8 + z1z2z8 � z5z8 + z6z8 � 2z7z8 � z1z7z8 + z1z
2
8 + z38

�2;0;0;0;0;0;1;0 = z1 + z21 + z1z2 + z22 � z4 + z5 � z6 + z7 + z1z7 + z21 z7 � z3z7 � z6z7 +

z27 + 2z8 � z1z2z8 � z3z8 + z5z8 � 2z6z8 + 2z7z8 � z1z7z8 � z1z
2
8 + z2z

2
8 � z38

�3;0;0;0;0;0;0;0 = z21 + z31 + z1z2 � 2z1z3 + z4 � z5 � z1z6 + z1z7 + z2z7 � z8 + 2z1z8 �

z21 z8 + z2z8 � z3z8 + z28 � 2z1z
2
8

�0;0;0;0;0;1;0;2 = � z21 + z2 + z4 + z6 � z7 + z2z7 � z6z7 � 2z8 � z1z8 + z21 z8 � z3z8 �

z5z8 � z6z8 � 2z7z8 � z1z7z8 + z6z
2
8 + z38

�0;0;1;0;0;0;0;2 = z22� z3� z4+ z5� z6� z3z7+ 2z8� z1z2z8� z6z8+ 2z7z8+ z3z
2
8+ z7z

2
8� z

3
8

�0;1;0;0;0;0;1;1 = � z1z2+ z1z3� z4+ z5� z6� z1z6� z2z6+ 2z8+ z1z8+ z21 z8+ z2z8+

z5z8 + 2z7z8 + 2z1z7z8 + z2z7z8 � z3z
2
8 � z6z

2
8 � z38 � z1z

3
8

�1;0;0;0;0;1;0;1 = � z2� z1z2� z5� z1z5� z6� z1z6+ z7� z
2
1 z7+ z3z7+ z6z7+ z8� z

2
1 z8+

z1z2z8+ z3z8� z5z8+ z6z8+ z1z6z8� z2z7z8� z
2
7 z8� z

2
8� z1z

2
8+ z6z

2
8� 2z7z

2
8� z

3
8+ z1z

3
8+ z

4
8

�0;0;0;0;0;0;0;4 = � z2� z5+ z7+ z1z7+ z27 + 2z1z8+ z2z8+ 2z6z8+ z7z8� z28 � z1z
2
8 �

3z7z
2
8 � z38 + z48

�0;0;0;0;0;0;2;1 = � z1� z21 � z2� z1z2� z1z7� z2z7� z6z7� z1z8+ z21 z8� z2z8+ z5z8�

z6z8 + z1z7z8 + z27 z8 + z28 + 2z1z
2
8 + z2z

2
8 � z6z

2
8 + 2z7z

2
8 + z38 � z1z

3
8 � z48

�1;0;0;0;0;0;0;3 = z2+ z1z2+ z3+ z6+ z1z6+ z7+ z1z7+ z2z7+ z27� z1z8� z21 z8+ z3z8+

z6z8 + z7z8 � 2z1z7z8 � z2z
2
8 � z7z

2
8 + z1z

3
8

�1;0;0;0;0;0;2;0 = z1+ z21� z3+ z1z6+ z2z6+ 2z1z7+ z21 z7� z3z7+ z6z7+ z1z
2
7 � z2z8+

z1z2z8 � z5z8 + z6z8 � z1z6z8 � z1z7z8 � z2z7z8 � z27 z8 � z28 � z1z
2
8 � z21 z

2
8 + z3z

2
8 +

z6z
2
8 � 2z7z

2
8 � z38 + z1z

3
8 + z48

�2;0;0;0;0;0;0;2 = � z21 � z31 � z1z2+ 2z1z3+ z5+ z1z6� z7� z1z7� z21 z7+ z3z7+ z6z7�

z27 � z1z8 + z21 z8 � z1z2z8 + z5z8 � z6z8 � z7z8 + z1z7z8 + z28 + z1z
2
8 + z21 z

2
8 + z2z

2
8 �

z3z
2
8 � z6z

2
8 + 3z7z

2
8 + z38 � z1z

3
8 � z48

�0;2;0;0;0;0;0;1 = z1 + 2z21 + z31 + z2 + z1z2 � z1z3 � z2z3 + z5 + z1z5 � z1z6 � z2z6 +

2z1z7+ z21 z7+ z2z7+ z1z8� z21 z8� z1z2z8+ z22 z8� z4z8� 2z6z8� z1z6z8+ z28� 2z1z
2
8�

z21 z
2
8 � z2z

2
8 + z3z

2
8 + z6z

2
8 + z7z

2
8 � z38 + z1z

3
8

�1;0;1;0;0;0;0;1 = z21 + z31 � z2 � z1z2 � z21 z2 � z3 � 2z1z3 + z1z5 � z6 � 2z1z6 + z2z6 +

z21 z7 � z2z7 � z3z7 � z6z7 + 2z1z8 + z1z2z8 � z3z8 + z1z3z8 � z4z8 + z5z8 � z1z6z8 +

z7z8 + 2z1z7z8 + z27 z8 + z28 � z1z
2
8 � z21 z

2
8 + z3z

2
8 � z38

�1;1;0;0;0;0;1;0 = � z1 � z21 + z1z2 + z3 + z2z3 + z4 � z5 + z6 + z1z6 + z2z6 � 2z1z7 �
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z21 z7+ z1z2z7+ z3z7� z5z7� z1z
2
7� 2z8� z1z8� z21 z8+ z1z2z8� z22 z8+ z3z8� z1z3z8+

z4z8� z5z8+ 2z6z8+ z1z6z8� 2z7z8� 2z1z7z8� z28 + z1z
2
8 + z21 z

2
8 � z3z

2
8 � z7z

2
8 + 2z38

�2;1;0;0;0;0;0;0 = � z1� 2z21� z31+ z21 z2+ z1z3� z2z3� z1z5+ z6+ 2z1z6� z7� 2z1z7�

z21 z7+ z6z7� z
2
7� z8� 2z1z8+ z

2
1 z8+ z3z8� z5z8+ 2z6z8� 2z7z8� z

2
8+ 3z1z

2
8� z2z

2
8+ z

3
8

�2;0;0;0;0;1;0;0 = � z1z2 + z1z3 � z4 + z5 � z6 + z21 z6 � z2z6 � z3z6 � z26 + z7 + z1z7 �

z1z2z7+ z5z7+ z27+ 2z8� z1z2z8+ z22 z8+ z3z8� z4z8+ 2z5z8� z6z8� z1z6z8+ 4z7z8+

z2z7z8 + z27 z8 + 2z28 � 2z6z
2
8 + 2z7z

2
8 � z38 � z48

�3;0;0;0;0;0;0;1 = � z1� z
2
1� z1z2� z

2
1 z2� z

2
2+ z3+ z2z3+ z4� z5+ z1z5+ z6� z7� 2z1z7�

z2z7+ z3z7� z27 � 2z8+ z21 z8+ z31 z8� z2z8+ 2z1z2z8+ z3z8� 2z1z3z8+ z4z8� z5z8+

z6z8� z1z6z8� 3z7z8+ 2z1z7z8+ z2z7z8� z
2
8+ 3z1z

2
8� z

2
1 z

2
8+ z2z

2
8� z3z

2
8+ 2z

3
8� 2z1z

3
8

�0;0;1;0;0;0;1;1 = � z21� z
3
1� z1z2+ z

2
1 z2+ z1z3� z2z3� z4+ z5� z1z5� z6� z2z6� z3z6�

z21 z7 + z8 � 2z1z8 + z21 z8 + z22 z8 + z5z8 � z6z8 + z1z6z8 � z1z7z8 + z2z7z8 + z3z7z8 �

z27 z8 + 2z1z
2
8 + z21 z

2
8 + z2z

2
8 � z1z2z

2
8 � z3z

2
8 � z6z

2
8 + z7z

2
8 + z38 � z1z

3
8 + z7z

3
8 � z48

�0;1;0;0;0;1;0;1 = � z21 � z31 + z1z3� z1z5� z2z5+ z6+ 2z1z6+ z2z6+ z6z7+ z1z
2
7 � z8�

z1z8+ 2z21 z8� 2z2z8� z1z2z8� z3z8+ z1z3z8� z4z8� z6z8� z1z6z8+ z2z6z8� z7z8+

z1z7z8� 2z2z7z8� z3z7z8� z6z7z8+ z
2
8+ 2z1z

2
8+ z5z

2
8� z6z

2
8+ 2z7z

2
8+ z

3
8� z1z

3
8+ z2z

3
8� z

4
8

�0;1;1;0;0;0;0;1 = 1� 2z21 � z31 + z1z2 + z21 z2 � z1z
2
2 + z3 + z1z3 � z2z3 � z23 + z1z4 +

z2z5 + 2z1z6 + 2z21 z6 � z2z6 � 2z3z6 � z26 + z7 � 2z1z7 � 2z21 z7 + z1z2z7 + z3z7 +

z6z7 � z1z
2
7 + z8 � 2z1z8 + z31 z8 + z2z8 + 2z3z8 � 2z1z3z8 + z2z3z8 � z1z5z8 + z6z8 �

z1z6z8+ z7z8� z1z7z8� z
2
1 z7z8+ z3z7z8+ z6z7z8� z

2
8+ 2z1z

2
8� z2z

2
8� z3z

2
8� z6z

2
8+ z1z7z

2
8

�1;0;0;0;1;0;0;1 = � z1z4 � z21 z6 + z3z6 + z26 � z7 � z1z7 + z1z2z7 � z5z7 + z6z7 � z27 �

z8 + z21 z8 � z5z8 + z1z5z8 � z1z6z8 � z2z6z8 � 2z7z8 + 2z1z7z8 + z2z7z8 � z27 z8 � z28 +

2z1z
2
8 � z21 z

2
8 + z2z

2
8 + z3z

2
8 + z6z

2
8 + z7z

2
8 + z1z7z

2
8 + z38 � z1z

3
8 � z2z

3
8

�1;1;0;0;0;0;0;2 = z1+ z21+ z2+ z1z2+ z1z3+ z2z3+ z7+ 3z1z7+ z21 z7+ z2z7� z1z2z7+

z5z7 � z6z7 + z27 + z1z
2
7 � z1z8 � z21 z8 � z1z2z8 � z22 z8 + z3z8 � z1z3z8 + z4z8 + z6z8 +

z1z6z8� 2z1z7z8� 2z
2
8� z1z

2
8� z2z

2
8+ z1z2z

2
8� z5z

2
8+ z6z

2
8� 3z7z

2
8� z1z7z

2
8+ z1z

3
8+ z

4
8

�1;2;0;0;0;0;0;0 = � z2� 2z1z2� z21 z2+ z1z
2
2 + z2z3� z1z4� z2z5� z6� 2z1z6� z21 z6+

z2z6 + z3z6 + z26 � z2z7 � z1z2z7 � z6z7 + z8 + 2z1z8 � z31 z8 � z2z8 � z3z8 + 2z1z3z8 �

z4z8+ z5z8� 3z6z8+ 2z1z6z8+ 2z7z8+ z1z7z8� z2z7z8+ 2z28 � 3z1z
2
8 + z21 z

2
8 + z2z

2
8 +

z3z
2
8 + z6z

2
8 + z7z

2
8 � 2z38 + z1z

3
8

�0;0;0;0;0;0;1;3 = � z1z2� z3� z4+ z5� z6� z7� z1z7+ 2z6z7� z27+ z8� 2z1z8+ z21 z8�

z2z8 � z3z8 + z5z8 � z6z8 � 2z7z8 + z1z7z8 � 2z27 z8 + 2z1z
2
8 + z2z

2
8 � z6z

2
8 + 2z7z

2
8 +

z38 � z1z
3
8 + z7z

3
8 � z48

�0;0;0;0;0;1;1;1 = z1 + z21 + z2 + z1z2 � z1z3 + z4 + z6 � z2z6 � z26 + z1z7 + z2z7 � z8 +

z1z8 � 2z21 z8 + 2z2z8 � z1z2z8 + z4z8 + 2z6z8 + z1z6z8 � z7z8 � z1z7z8 + z2z7z8 +

15



z6z7z8 � z28 � 3z1z
2
8 + z21 z

2
8 � z2z

2
8 � z5z

2
8 � 2z7z

2
8 � z1z7z

2
8 + z1z

3
8 + z48

�0;1;0;0;0;0;0;3 = � z1 � z21 � z2 + z3 + z4 � z5 + z6 + z1z6 + z2z6 � z7 � 2z1z7 � z2z7 +

z3z7 + z6z7 � z27 � 2z8 + z1z8 + z21 z8 + z3z8 + 2z6z8 � 2z7z8 + 2z1z7z8 � 2z2z7z8 +

z1z
2
8 � z2z

2
8 � z3z

2
8 � z6z

2
8 + z38 � z1z

3
8 + z2z

3
8

�0;1;0;0;0;0;2;0 = � z1z2 � z21 z2 � z3 + z2z3 � z4 + z5 + z1z5 � 2z6 � z1z6 + z3z6 + z26 +

z2z7� z3z7+ z5z7+ z2z
2
7+ 2z8+ z2z8� z3z8+ z1z3z8� z4z8+ 2z5z8� 3z6z8� z2z6z8+

2z7z8+ z1z7z8+ 2z2z7z8� z3z7z8� z6z7z8+ 2z28+ z2z
2
8+ z3z

2
8+ 3z7z

2
8� z38� z2z

3
8� z48

�1;0;0;0;0;0;1;2 = z21 + z31 � z2� z22 � 2z1z3+ z4� z5+ z1z5� z1z6� z1z7� z2z7� z6z7�

z1z
2
7 � z8 + 2z1z8 � z21 z8 + 2z1z2z8 � z3z8 � z5z8 � z1z6z8 + z2z7z8 + z27 z8 � 2z1z

2
8 �

z21 z
2
8 + z2z

2
8 + z3z

2
8 + 2z6z

2
8 � z7z

2
8 + z1z7z

2
8 � z38 + z1z

3
8 � z2z

3
8 � z7z

3
8 + z48

�1;0;0;0;0;1;1;0 = z21 + z31 + z2 + z1z2 + z22 � z3 � z1z3 � z2z3 + z5 + 2z1z5 + z2z5 +

z21 z6 � z3z6 � z26 � z7 � z1z7 + z21 z7 � z3z7 + z5z7 + z1z6z7 � 2z27 � z1z
2
7 � z2z

2
7 � z37 +

z2z8� 2z1z2z8� z3z8+ z5z8� z1z5z8� 2z1z6z8� 2z7z8� z21 z7z8� z2z7z8+ z3z7z8+

2z6z7z8 � 2z27 z8 � z21 z
2
8 � z2z

2
8 + z1z2z

2
8 + z3z

2
8 � z5z

2
8 + 2z1z7z

2
8 + z7z

3
8

�2;0;0;0;0;0;1;1 = z21 z2� z2z3� z4� z1z5� z1z6� z21 z6� z2z6+ z3z6+ z26 + z7+ z1z7�

z3z7 � z6z7 + z27 + z8 + z1z8 + z21 z8 � z31 z8 � z2z8 � z1z2z8 + z22 z8 � z3z8 + 2z1z3z8 �

z4z8+ z5z8� 3z6z8+ 2z1z6z8+ 3z7z8+ z21 z7z8� z3z7z8� z6z7z8+ z27 z8+ 2z28� z1z
2
8+

z21 z
2
8 � z2z

2
8 � z1z2z

2
8 + z5z

2
8 � z6z

2
8 + 2z7z

2
8 � z1z7z

2
8 � z38 + z2z

3
8 � z48

�0;0;0;0;0;0;3;0 = � z21 � z31 + z3 + 2z1z3 � z5 � z1z5 + z1z6 + z2z6 + z26 + z7 + z1z7 �

z21 z7+ 2z3z7� z5z7+ 2z27 + z1z
2
7 + z37 � z2z8� z1z2z8+ z3z8� z5z8+ z1z6z8+ 2z7z8+

z1z7z8� 2z2z7z8� 2z6z7z8+ 2z27 z8+ z21 z
2
8 � z2z

2
8 � z3z

2
8 + z5z

2
8 � z1z7z

2
8 + z2z

3
8 � z7z

3
8

�0;2;0;0;0;0;1;0 = z21 + z31 � z3� 2z1z3� z2z3+ z23 � z1z4+ z1z5+ z2z5� 2z1z6� z21 z6�

z2z6 + z3z6 � z7 + z21 z7 � z2z7 + z22 z7 � z3z7 � z4z7 � z6z7 � z1z6z7 � z27 + 2z1z8 +

z2z8+ z1z2z8+ z22 z8� z3z8+ z1z3z8� z2z3z8+ z1z5z8� z1z6z8� z2z6z8+ 2z1z7z8+

2z2z7z8+ z3z7z8+ z6z7z8+ z27 z8� z21 z
2
8 + z2z

2
8 � z1z2z

2
8 + z3z

2
8 + z1z7z

2
8 � z1z

3
8 � z2z

3
8

�1;0;1;0;0;0;1;0 = � z21 � z31 + z1z
2
2 + z3 + 2z1z3 + 2z2z3 + z4 � z5 � z1z5 � z2z5 + z6 +

2z1z6+ 2z2z6� z21 z7+ 2z3z7+ z1z3z7� z4z7� z5z7+ z6z7� z1z6z7+ z27 + z1z
2
7 + z37 �

z8� z1z8+ z21 z8+ z31 z8� 2z2z8+ z1z2z8 � z21 z2z8� z22 z8+ 2z3z8 � 2z1z3z8 � 2z5z8 +

z1z5z8+ 2z6z8� 2z1z6z8+ z2z6z8+ z1z7z8� 3z2z7z8� z6z7z8+ 2z27 z8� z28+ 3z1z
2
8 �

z21 z
2
8 � z2z

2
8 + z1z2z

2
8 � z3z

2
8 + z5z

2
8 + z38 � z1z

3
8 + z2z

3
8 � z7z

3
8

�1;1;0;0;0;1;0;0 = � z2� 2z1z2� z
2
1 z2� z

2
2� z1z3+ z2z3� z5� z1z5� z2z5� z1z6� z

2
1 z6+

z2z6+ z1z2z6+ z3z6� z5z6+ z26 � z2z7� z1z2z7� z22 z7� z1z3z7+ z4z7� z5z7+ z6z7�

2z2z8+ z1z2z8� z
2
2 z8+ z2z3z8+ z4z8� z5z8+ z6z8+ 2z1z6z8+ z2z6z8� 2z7z8+ z1z7z8+

z21 z7z8� z2z7z8� z3z7z8� z6z7z8� z
2
7 z8� 2z

2
8+ z1z2z

2
8+ z6z

2
8� z7z

2
8� 2z1z7z

2
8+ z2z

3
8+ z

4
8

�2;0;1;0;0;0;0;0 = z1+ 2z
2
1+ z

3
1+ 2z1z2+ z

2
1 z2+ z

2
2+ z

2
1 z3� z2z3� z

2
3� z1z4� z5+ z2z5�

z1z6� z
2
1 z6� z3z6+ z7+ 3z1z7+ 2z

2
1 z7+ z2z7+ z1z2z7+ z

2
7+ z1z

2
7+ 2z1z8� z

2
1 z8� z

3
1 z8+
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z2z8� 2z1z2z8+ z6z8� z2z7z8� z27 z8� z28� 3z1z
2
8� z2z

2
8+ z6z

2
8� 3z7z

2
8� z38+ z1z

3
8+ z48

�2;1;0;0;0;0;0;1 = z1 + z21 + z2 + z1z2 � z1z
2
2 � z3 � z1z3 � z21 z3 � z2z3 + z23 + z1z4 +
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2
7 � z1z2z

2
7 � z8 + z1z8 +
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2z21 z8� 2z2z8+ 2z1z2z8� z21 z2z8+ z22 z8+ 2z1z
2
2 z8� z32 z8� 2z1z3z8+ z2z3z8+ z23 z8+

2z4z8 � z1z4z8 + 2z2z4z8 � 3z5z8 + z1z5z8 � z21 z5z8 � 2z2z5z8 � 2z3z5z8 + 2z6z8 �

z1z6z8 � 2z21 z6z8 + 5z2z6z8 + 2z1z2z6z8 + 3z3z6z8 + 2z26 z8 + 5z1z7z8 + z21 z7z8 �

z2z7z8 + z3z7z8 � 2z5z7z8 + 2z27 z8 + 4z1z
2
7 z8 + z37 z8 � 2z28 + 3z1z

2
8 � 2z21 z

2
8 � z31 z

2
8 �

3z2z
2
8+ z1z2z

2
8� z

2
2 z

2
8+ 2z1z3z

2
8� z2z3z

2
8� 2z5z

2
8� z1z5z

2
8+ z6z

2
8+ 2z1z6z

2
8+ z2z6z

2
8�

z7z
2
8 + z1z7z

2
8 + z21 z7z

2
8 � 7z2z7z

2
8 � z3z7z

2
8 � 2z6z7z

2
8 + z27 z

2
8 � 3z1z

3
8 + z3z

3
8 + z5z

3
8 +

2z6z
3
8 � 2z7z

3
8 � 2z1z7z

3
8 + z1z

4
8 + 2z2z

4
8 � z7z

4
8 + z58

�0;0;0;0;0;0;0;6 = z21+ z
3
1+ z2+ 2z1z2� 2z1z3� z2z3+ z4+ z5+ 2z1z5+ z6+ z1z6+ z2z6+ z

2
6�

z7� z1z7+ z
2
1 z7+ z2z7� z3z7+ 2z5z7� z6z7� 2z

2
7� z1z

2
7� z

3
7� z8� z1z8� 2z

2
1 z8+ 2z4z8�

z6z8� 2z1z6z8� 2z7z8� 4z1z7z8� 2z2z7z8� 6z6z7z8� z
2
7 z8� z

2
8� 2z2z

2
8� 3z5z

2
8� 2z6z

2
8+

3z7z
2
8+ 3z1z7z

2
8+ 6z

2
7 z

2
8+ 2z

3
8+ 2z1z

3
8+ z2z

3
8+ 4z6z

3
8+ 3z7z

3
8� z

4
8� z1z

4
8� 5z7z

4
8� z

5
8+ z

6
8
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