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Abstrakt 

Příspěvek se zabývá srovnáním numerických výpočtů s experimentem pro různé parametry 
počáteční podmínky plasticity u fyzikálně nelineární analýzy. Dále se příspěvek zabývá ověřením 
vlivu geometrické nelinearity dle teorie 2. řádu a vlastní tíhy konstrukce na výpočet. Použitý 
konstitutivní model betonu kombinuje Chen-Chenovu podmínku plasticity a model zpevnění 
vypracovaný Ohtanim. Modelovaným experimentem zvoleným pro parametrickou studii je 
železobetonový nosník, který je zatížený dvěma silami. 
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Abstract 

The paper deals with a comparison of numerical calculations with experiment for different 
parameters of initial plasticity conditions by non-linear analysis. The paper also deals with 
a verification of the geometric non-linearity effect as per the theory of 2nd order and structural weight.  
The used constitutive model combines Chen-Chen condition of plasticity and Ohtani concept of 
hardening. The modelled experiment chosen for parametric study is reinforced concrete beam which 
is loaded by two forces. 
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 1 ÚVOD 
U nelineární analýzy železobetonových konstrukcí existuje celá řada faktorů, které mohou 

ovlivnit výsledky. Mezi tyto faktory také patří vliv geometrické nelinearity a vlastní tíhy konstrukce. 
U pružnoplastické analýzy betonových konstrukcí [3] jsou to zase parametry počáteční podmínky 
plasticity. Předložený článek se zabývá vlivem uvedených faktorů u železobetonového nosníku 
s obdélníkovým průřezem, který je zatížený dvěma silami. Důvodem je, že geometrická nelinearita, 
případně vliv vlastní tíhy se při analýzách často zanedbává [9]. Parametry počáteční podmínky 
plasticity betonu zase nejsou velmi často dostupné z dat experimentu nebo informací z výrobny 
betonu. Parametry podmínky plasticity jsou meze plasticity pro jednoosý tah a tlak a dvojosý tlak, 
které se vyjadřují nejčastěji pomoci smluvních hodnot z pevnostních charakteristik betonu. 
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Pro numerické analýzy je zvolena metoda konečných prvků, která patří k nejznámějším 
numerickým metodám pro analýzu stavebních konstrukcí. Konkrétně jsou zvoleny rovinné výpočetní 
modely a izoparametrický čtyřuzlový konečný prvek [15]. Pro výztuž je zvolen model rozetřené 
výztuže [18]. 

 2 PRUŽNOPLASTICKÝ MODEL BETONU 
Pro nelineární analýzu u železobetonových konstrukcí existuje řada konstitutivních modelů 

[1, 3, 5, 8, 21, 22]. Zvolený konstitutivní model betonu kombinuje Chen-Chenovu podmínku 
plasticity [2] a model zpevnění vypracovaný Ohtanim [10]. Chen-Chenova podmínka plasticity [3] 
byla formulována speciálně pro beton na základě experimentů prováděných mj. Kupferem [6]. 
Uvedený konstitutivní model betonu je implementován v software BSA (Building and Structural 
Analysis) vyvíjeném na VŠB-TU Ostrava [17, 19]. Chen-Chenova podmínka plasticity [2] je 
definována pomocí mezí plasticity materiálu v jednoosém tlaku fyc, mezí plasticity ve dvojosém tlaku 
fybc a mezí plasticity v jednoosém tahu fyt. 

Pro použití konstitutivního modelu betonu je také nutné definovat podmínku porušení, která se 
získá z pevnosti betonu v jednoosém tlaku fuc, pevnosti betonu v dvojosém tlaku fubc a pevností 
betonu v jednoosém tahu fut. Mez plasticity materiálu se může následně vyjádřit pomocí koeficientu 
pro jednotlivé způsoby namáhání jako: 

 fyc =  fuc, (1) 

 fybc =  fubc, (2) 

 fyt =  fut. (3) 

Koeficient   může nabývat hodnot 0 až 1. Hodnoty koeficientu se nejčastěji volí od 0,3 [3] 
až 0,5 [17]. Parametrická studie je provedena pro čtyři vybrané hodnoty koeficientu . Počáteční 
plocha plasticity, následné plochy plasticity a plocha porušení jsou zobrazeny v rovině hlavních 
napětí na obr. 1. Na obrázku je také zobrazen pracovní diagram betonu. 

 
 Obr. 1: Pracovní diagram betonu a Chen-Chenova podmínka plasticity (porušení) 

 3 IMPLEMENTACE VLIVU GEOMETRICKÉ NELINEARITY DLE TEORIE 
2. ŘÁDU DO VÝPOČTU METODOU KONEČNÝCH PRVKŮ 
Při analýze železobetonových nosníků zatížených příčným zatížením převažuje ve většině 

případů vliv fyzikální nelinearity nad geometrickou. Často se proto vliv geometrické nelinearity 
zanedbává [9]. Pro ověření vlivu geometrické nelinearity je ve vyvíjeném programu BSA upraven 
výpočetní algoritmus, aby respektoval teorii 2. řádu. Výpočetní postup řešení soustavy nelineárních 
rovnic je opět řešen přírůstovým postupem [13, 14]. V teorii 2. řádu se podmínky rovnováhy 
sestavují v uzlech výpočetního modelu deformované konstrukce [20].  
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Pro rovnovážný stav platí: 

 0int  ffext , (4) 

kde:  fext – je vektor externích (vnějších) sil a 

fint – je vektor vnitřních sil. 

U geometricky nelineárního výpočtu se matice tuhosti konstrukce změní vlivem deformace od 
zatížení: 

 ).(´ uKK   (5) 

Rovnovážný stav již přestane platit a vznikne vektor reziduí: 

 rff  intext . (6) 

Přírůstek deformace α  od vzniklého vektoru reziduí se vyřeší rovnicí: 

 rαK ´ . (7) 

Výsledný vektor deformace u~ je: 

 αuu ~ , (8) 

kde:  u  – je vektor deformace od vnějšího zatížení a 

α  – je vektor přírůstku deformace od vlivu geometrické nelinearity. 

Uvedený výpočetní postup se v přírůstkovém řešení rozloží do více kroků. Samotná 
implementace teorie 2. řádu spočívá v aktualizaci geometrie výpočetního modelu konstrukce pro 
každý zatěžovací krok nebo iteraci. 

 4 STUDIE VLIVU PARAMETRŮ POČÁTEČNÍ PODMÍNKY PLASTICITY 
Modelovaným experimentem zvoleným pro studii parametrů počáteční podmínky plasticity je 

železobetonový nosník, který je zatížený dvěma silami. Zvolený experiment provedli a publikovali 
Gaston, Siess, and Newmark [4]. Podklady z provedeného experimentu jsou převzaty z publikace [7]. 
Schéma experimentu je zobrazeno na obr. 2. 

 
Obr. 2: Schéma experimentu 

Železobetonový nosník je z betonu, který má pevnost v tlaku 32,3 MPa. Modul pružnosti 
betonu Ec je 27,1 GPa a Poissonův součinitel 0,17. Protože pevnost betonu v tlaku a modul pružnosti 
mají nízkou korelaci pro obyčejné betony, pevnost betonu v tahu se určila na základě doporučení 
[12]: 

 )7,0(3,0 )3/2(
ucut ff  , (9) 

kde fuc je pevnost betonu v tlaku. 
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Pevnost betonu ve dvouosém tlaku byla stanovena: 

 ucubc ff 2,1 . (10) 

Výpočet je proveden postupně pro koeficient   s hodnotou 0,3, 0,4, 0,45 a 0,5, který se použil 
k výpočtu parametrů (1), (2), (3) počáteční podmínky plasticity. Stupeň vyztužení   

železobetonového průřezu vztažený k efektivní výšce průřezu je 0,0062. Pracovní diagram výztuže se 
předpokládá ideálně pružnoplastický. Mez kluzu oceli fy je 323,6 MPa a modul pružnosti Es je 
198,0 GPa. Výpočetní model je pro výpočet rovinný. Pro názornost je vizualizace výpočetního 
modelu provedena prostorově v preprocesoru výpočetního systému ANSYS [16] a zobrazen na 
obr. 3. 

 
Obr. 3: Výpočetní model 
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Obr. 4: Výsledky výpočtu 

Porovnáním experimentu a výsledků numerických výpočtů je možné konstatovat, že ve 
většině výpočtů je mírně nadhodnocena počáteční tuhost výpočetního modelu. Pouze u výpočtu pro 
= 0,30 je tuhost výpočetního modelu mírně podhodnocená. Dále je při zatěžování rozdíl pracovních 
diagramů numerických výpočtů a experimentu malý. Celkový průběh pracovního diagramu 
experimentu a maximální únosnost nosníku nejlépe vystihuje výpočet pro = 0,45. Dobrou shodu 
celkového průběhu pracovního diagramu experimentu má také výpočet pro = 0,40. Pro ilustraci 
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provedených výpočtů jsou na obr. 5–7 uvedeny výsledky výpočtu normálového napětí pro = 0,45. 
Obrázky zobrazují počáteční stav rozvoje plastické oblasti v tažené oblasti a stav, kdy dochází ke 
koncentraci tlaku na horním okraji. Další zatěžování vede k plastizaci výztuže a drcení betonu 
a ukončení výpočtu. 

 

 
Obr. 5: Normálové napětí x během zatěžování [MPa] 

Násobitel zatížení = 0,10 (Max = 0,98 MPa; Min = −1,24 MPa)  

 

 
Obr. 6: Normálové napětí x během zatěžování [MPa] 

Násobitel zatížení = 0,30 (Max = 1,16 MPa; Min = −5,60 MPa) 

 

 
Obr. 7: Normálové napětí x během zatěžování [MPa] 

Násobitel zatížení = 0,62 (Max = 1,39 MPa; Min = −12,71 MPa) 

 5 VLIV TEORIE 2. ŘÁDU NA VÝPOČET 
Následující analýza se zabývá vlivem teorie 2. řádu u nosníku z předešlé parametrické studie. 

Pro další výpočty je zvolen u počáteční podmínky plasticity koeficient = 0,45. 

Při analýze běžných železobetonových konstrukcí namáhaných především ohybem převažuje 
ve většině případů vliv fyzikální nelinearity nad geometrickou. Často se proto vliv geometrické 
nelinearity zanedbává [9]. Pro ověření vlivu geometrické nelinearity je ve vyvíjeném programu BSA 
upraven výpočetní algoritmus, který je založen na použití metody Newton-Raphson [14]. Pro zvolený 
typ geometrické nelinearity se předpokládají malé deformace. 

Pro geometrickou nelinearitu je konkrétně použitý postup dle teorie 2. řádu, kdy se podmínky 
rovnováhy sestavují v uzlech výpočetního modelu deformované konstrukce. Samotná implementace 
teorie 2. řádu spočívá v aktualizaci geometrie výpočetního modelu konstrukce pro každý zatěžovací 
krok nebo iteraci. Podobný postup úpravy geometrie výpočetního modelu konstrukce je také použit 
ve výpočetním programu ATENA [11]. 

Výpočty z výpočetního programu BSA jsou doplněny o výsledky z programů SCIA [20], 
ATENA [11] a ANSYS [16]. V alternativních programech je proveden výpočet pouze pro 
geometrickou nelinearitu a fyzikálně lineární výpočet. U výpočtu byl sledován průhyb uprostřed 
rozpětí. Je provedeno pět variant výpočtů. Jejich rozdělení uvádí tabulka 1. 
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Tab. 1: Parametry výpočtu a výpočetní programy 

  Parametry výpočtu  Výpočetní programy 

Výpočty 
geom. 

nelinearita
vlastní tíha 
konstrukce 

fyzikální 
nelinearita 

 BSA SCIA ANSYS ATENA 

Výpočet 1 ne ne ne  ano ano ano Ano 

Výpočet 2 ano ne ne  ano ano ano Ano 

Výpočet 3 ne ne ano  ano ne ne Ne 

Výpočet 4 ano ne ano  ano ne ne Ne 

Výpočet 5 ano ano ano  ano ne ne Ne 

 U výpočtu v programu BSA je do tuhosti výpočetního modelu konstrukce zahrnuta také 
výztuž. V programu ANSYS [16] jsou v nelineárním řešiči výpočtu nastaveny velké deformace.  

Protože výsledky lineárního výpočtu se mírně odlišují pro jednotlivé programy, byl sledován 
poměr maximálních deformací: 

 
..

..
1

lingeo

nelingeo

u

u
u  [-] (11) 

a rozdíl maximálních deformací: 

 ....2 lingeonelingeo uuu  [m], (12) 

kde: 

..nelingeou  – je svislá deformace pro geometricky nelineární výpočet [m] a 

..lingeou  – je svislá deformace pro geometricky lineární výpočet [m]. 

Rozdíl maximálních svislých deformací u2 pro všechny výpočetní programy je 2.10−6 m. 
Poměr maximálních deformací u1 pro svislý průhyb uprostřed rozpětí nosníku pro geometricky 
lineární a nelineární výpočet v programech BSA, SCIA [20], ANSYS [16] a ATENA [11] je uveden 
v tabulce 2. Fyzikální nelinearita není zahrnuta do výpočtu. Jsou použity výpočty 1 a 2. 

Tab. 2: Poměr deformací u1 pro geometricky nelineární a lineární výpočet 

Výpočetní program BSA SCIA ANSYS ATENA 

u1 [-] 1,0008410 1,0009528 1,0009040 1,0008610 

Další výpočty se prováděly pouze v programu BSA. Ve výpočtech byla vždy zahrnuta 
fyzikální nelinearita. Poměr deformací u1 u geometricky lineárního a nelineárního výpočtu 
v programu BSA pro vybrané hodnoty násobitele zatížení uvádí tab. 3. Ve výpočtu se vlastní tíha 
konstrukce neuvažovala. Jsou použity výpočty 3 a 4. Maximální dosažená hodnota násobitele zatížení 
pro výpočet 4 byla 0,83. 

Tab. 3: Poměr deformací u1 pro geometricky nelineární a lineární výpočet – program BSA 

Násobitel zatížení 0,3 0,6 0,8 

u1 [-] 1,000281 1,000868 1,001593 
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 6 VLIV VLASTNÍ TÍHY KONSTRUKCE NA VÝPOČET 
Pro ověření vlivu vlastní tíhy konstrukce byl proveden nelineární výpočet v programu BSA. 

Pro výpočet vlastní tíhy konstrukce nosníku se uvažovalo s objemovou hmotností betonu 2500 kg/m3 
a oceli 7850 kg/m3. Srovnávané výpočty zahrnovaly fyzikální nelinearitu. U výpočtu zahrnující pouze 
zatížení nebyla geometrická nelinearita zahrnuta. U výpočtu zahrnující zatížení a vlastní tíhu 
konstrukce byla geometrická nelinearita zahrnuta. Podobně jako v předešlém výpočtu se určil poměr 
maximálních deformací: 

 
.

..
3

zatížení

zatíženítíhavl

u

u
u  [-], (13) 

kde: 

.. zatíženítíhavlu   – je svislá deformace od vlastní tíhy konstrukce a zatížení [m] a 

.zatíženíu   – je svislá deformace od zatížení [m]. 

Poměr deformací u3 pro svislý průhyb uprostřed rozpětí nosníku vypočtený v programu BSA 
pro vybrané hodnoty násobitele zatížení uvádí tab. 4. Jsou použity výpočty 3 a 5. Maximální 
dosažená hodnota násobitele zatížení pro výpočet 5 byla 0,80. Průběhy pracovních diagramů svislého 
průhybu uprostřed rozpětí nosníku se u výpočtu 3 a 5 odlišovaly do 5,0 %, pouze hodnota pro 
násobitel zatížení 0,8 byla 6,44 %. 

Tab. 4: Poměr deformací u3 pro geometricky nelineární a lineární výpočet – program BSA 

Násobitel zatížení 0,3 0,6 0,8 

u3 [-] 1,038484 1,032328 1,064438 

 7 ZÁVĚR 
Příspěvek se zabývá volbou parametrů počáteční podmínky plasticity u pružnoplastické 

analýzy železobetonových konstrukcí. Postupně je provedena parametrická studie pro čtyři hodnoty 
koeficientu Za jeden z nejvhodnějších koeficientů  pro počáteční podmínku plasticity je hodnota 
0,45, kdy ta je shodná s doporučením [12]. 

Dále se příspěvek zabýval vlivem geometrické nelinearity a vlastní tíhy konstrukce 
u pružnoplastické analýzy. Geometrická nelinearita byla zahrnuta do výpočtu dle teorie druhého řádu. 
U provedených výpočtů byl pro nosník s obdélníkovým průřezem zatíženým dvěma silami vliv 
geometrické nelinearity v řádech maximálně jednotek promile. U výpočtu zohledňující také vlastní 
tíhu konstrukce byl vliv u konkrétních hodnot pracovního diagramu do 6,44 %. 
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