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1. Einleitung

Bereitsmit demEinzugderQuantenmechanikin dieTheoretischeFestkörperphysikstell-

teein ehereinfachesModellsystemdieneueTheorievor ein großesProblem.Die Schrö-

dingergleichungeinesElektronsin einemperiodischenPotentialbeiangelegtemMagnet-

feld ist nichtseparabel.DasProblemdesDiamagnetismusvonMetallenundHalbleitern,

mit demnocheinfacherenModell desfreienElektronengasesschonum1930vonLandau

gelöst,erwiessich somit bei der etwasrealistischerenBeschreibung auf der Basisvon

Blochfunktionenalsunerwartetkompliziert.

Die physikalischeBedeutungdiesesSystemsist unbestritten,eineVielzahl quantenme-

chanischerEffektekonntein ExperimentenanElektronenin einemKristallgitter bei an-

gelegtemMagnetfeldgefundenwerden. Insbesonderedurchdie Entdeckungdesganz-

zahligenQuanten–Hall–Effekts durch Klaus von Klitzing im Jahre1980 [Kli] hat die

theoretischeBeschreibung deszweidimensionalenElektronengasesim Magnetfeldeine

wahreRenaissanceerlebt.

Bis heuteführen nahezualle Ansätzezur LösungdesProblemsder Nichtseparabilität

durchEinführungderEinband–NäherungaufeineeindimensionaleDifferenzengleichung,

die ihrewohl bekanntesteForm in dersogenanntenAzbel–Harper–Gleichung,in derma-

thematischenPhysikals almost–Mathieu–Gleichungbezeichnet,findet. Sie wurdezum

erstenMal im Jahre1955von P. G. Harperaufgestellt[Har].

Die Azbel–Harper–Gleichungist sicherlichkein perfektesFestkörpermodell,die Nähe-

rungendie bei ihren Herleitungenjeweils gemachtwerden,wie Kapitel 2 dieserArbeit

beschrieben,sindbeträchtlich.Dennochwiedersetztesichdie Gleichungfür annähernd

20JahreeinerexaktenallgemeinenLösung.ErstHofstadtergelangesim Jahre1975zum

erstenMal, dasSpektrumeinesElektronsin demdurchdieAzbel–Harper–Gleichungde-

finiertenSystemanzugebenundtopologischzuklassifizieren,Ergebniswardersogenann-
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1. Einleitung

te Hofstadter–Schmetterling[Hof1][Hof2]. Seitherstellt die Azbel–Harper–Gleichung

einenGegenstandaktuellerForschungdar, dieserTrendist auchheutenochungebrochen

(siehez.B. [Ke1], [Lip] und[Pap]).

Im Gegensatzdazuist dasProblemeinesElektronsin einemKristallgittermit einemoder

mehrerenFremdatomenschonlangegelöst.Im Jahr1949gelangesJ.C. Slater, dieStör-

stellenniveausin Tight–Binding–Näherungzu berechnen,mit Hilfe der Greensfunktion

konntedie Rechnungim Jahr1954durchG. F. KostnerundJ. C. Slaterwesentlichver-

einfachtwerden[Kos2].

Alle UntersuchungendesAzbel–Harper–Modellsgehenvon einemperfektenEinkristall

aus.Fastalle wesentlichenEffektederexperimentellenFestkörperphysikbasierendage-

gen auf dotiertenHalbleitern,derenKristallstruktur ist durch Fremdatomegestört. In

dieserArbeit soll nun der Versuchunternommenwerden,den bekanntenAnsatzvon

KostnerundSlaterzur Behandlungvon Störstellenin einemFestkörperauf dasAzbel–

Harper–ModellzuübertragenundsodieAuswirkungeinesFremdatomsaufdasSpektrum

desModellsystems,und anderephysikalischeGrößen—sofernsie sich ausder Azbel–

Harper–Gleichungableitenlassen—zuberechnen.

Um dieseAufgabezu bewältigen,wird zunächstin Kapitel 2 die HerleitungdesModell-

systemsskizziert.NacheinerBeschreibungderTight–Binding–NäherungundderHerlei-

tungdessogenanntenTight–Binding–Hamiltonianswird mit Hilfe derPeierls–Onsager–

Hypotheseein möglicherWeg zur Azbel–Harper–Gleichungaufgezeigt. Der effektive

Hamiltonoperatorfür Blochelektronenim Magnetfeldwird ausihr abgeleitet.Einigeder

wesentlichenEigenschaftendiesesModellswerdenim Anschlußdaranerläutert.

Im dritten Kapitel werdendie mathematischenGrundlagenfür dasangestrebteZiel er-

arbeitet:die Berechnungder Greensfunktionfür Teilchenin einemperiodischenPoten-

tial, zunächstohneangelegtemMagnetfeld. Analog zu dieserRechnungwird danndie

Greensfunktionfür ein zweidimensionalesElektronengasim Kristallgitter bei angeleg-

temMagnetfeldsoweit wie möglichanalytischunddannnumerischberechnetunddis-

kutiert. EinigewesentlicheEigenschaftenderGreensfunktionwerdenrigorosbewiesen,

die ParallelenzumSystemohneMagnetfeldausführlichdargestellt.

In Kapitel 4 wird die berechneteGreensfunktionzur exaktenBerechnungdesSpektrums

mit Störstellenbenützt.Dabeiwird zunächstallgemeinvorgegangen:Mit denBerechnun-

genausKapitel 3 ist eineallgemeineAbschätzungderAuswirkungeneinesFremdatoms

auf dasSpektrumdesModellsystems,unabhängigvomangelegtenMagnetfeld,möglich.
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Die BerechnungdesgestörtenSystemsohneMagnetfeldwird im Anschlußvorgeführt.

Daraufhinwird dasSpektrum(unddie Zustandsdichte)desAzbel–Harper–Modells,zu-

nächstmit einerStörstelleberechnet;hier ergebensichdiezentralenErgebnisse:� Eine isolierte lokale Störung,also ein Fremdatom,erzeugtin jeder Lücke des

Hofstadter–Spektrums,alsozwischenzwei magnetischenUnterbändern,ein Stör-

stellenniveau.� Im InnerenderGruppenvon magnetischenUnterbändern,die im allgemeinensehr

dicht liegen,werdendaherdie IonisierungsenergienausdenlokalisiertenStörstel-

lenniveaussehrklein.� Die Rolle von DonatorenundAkzeptorenkannim genanntenFall dicht liegender

Unterbändervertauschtwerden.� Die EigenfunktionenzudenStörstellenniveaussindlokalisiert.

Schließlichwird in Abschnitt4.4dasProblemmit zwei Störstellenin Abhängigkeit von

derenAbstandund Lagebehandelt.DasSpektrumvon zwei Fremdatomenim anson-

stenperfektenKristallgitter läßtSchlüsseaufdieAuswirkungbeliebigvielerStreuzentren

zu;dasausderqualitativenDiskussiondesganzzahligenQuanten–Hall–Effektsvertraute

Bild vonLandau–Bändernin dotiertenSystemenmit ausgedehntenZuständenim Inneren,

lokalisiertenZuständenamBandrand,wird zumindesttendenziellbestätigt.

Einigeder langwierigerenRechnungendieserArbeit wurdenim AnhangA bis C aufge-

nommen.Im AnhangD werdendie in derArbeit häufigverwendetenBezeichnungenmit

ihrerBedeutungzurbesserenÜbersichttabellarischaufgeführt.
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1. Einleitung
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2. Die Azbel–Harper –Gleic hung

Ziel dieserArbeit ist es,denEinflußvonFremdatomenaufdasSpektrumvonBlochelek-

tronenin einemidealenKristall beiangelegtemMagnetfeldzubestimmen.Als Ausgangs-

punktdientdassogenannteTight–Binding–ModelleinesidealenKristalls ohneStörstel-

len. SeineHerleitungwird in Abschnitt2.1skizziert.

Darananschließendwird in Abschnitt2.2 mit Hilfe derPeierls–Onsager–Hypotheseein

effektiver Hamiltonoperatorbei angelegtem Magnetfeldabgeleitet. Die wesentlichen

EigenschaftendessogenanntenAzbel–Harper–Hofstadter–Modellswerdenbeschrieben

und diskutiert. DiesesModellsystembildet die Grundlagefür die weitereArbeit, die

BerechnungderStörstellenniveausmit Hilfe derGreensfunktion.

2.1. Der Tight–Binding–Formalism us

Um die Bewegungvon Elektronenin einemKristallgitter zu beschreiben,stellt die Fest-

körperphysikverschiedeneVerfahrenbereit. JenachStärke derBindungderElektronen

andie Gitteratomewird zwischenfreiemElektronengasundschwachbzw. starkgebun-

denenElektronenunterschieden.DieseArbeit wird sich auf den Ansatzfür stark ge-

bundeneElektronen,densogenanntenTight–Binding–Formalismus,beschränken. Seine

Herleitungist in denStandardwerkenzurFestkörperphysik,z.B. [Ash], [Ki1] oder[Ki2],

ausführlichbeschrieben.Im Folgendenwird dieVorgehensweisekurzdargestellt.

Ein idealerKristall ist ausregelmäßigangeordnetenAtomenandenGitterpunkten�R�n mit

denGitterindizes�n aufgebaut.Der HamiltonoperatoreinesElektronsim Potentialaller

Kristallatomelautetdaher:

H ��� � 2

2m
∆ � ∑�n VAtom 	 �r � �R�n 
�� (2.1)
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2. Die Azbel–Harper–Gleichung

DieserOperatorläßt sich durchdenHamiltonoperatoreinesElektronsim Potentialdes

Gitteratomsan einemGitterplatz �R�n darstellen.Der Einflußaller anderenKristallatome

wird in einemStörtermVSt zusammengefaßt. Dieserberücksichtigtdie Atompotentiale

allerAtomeandenrestlichenGitterplätzen�R �m:

H � HAtom � VSt �
� � 2

2m
∆ � VAtom 	 �r � �R�n 
 � VSt 	 �r � �R�n 
�� (2.2)

DerPotentialtermVSt mußgewährleisten,daßderHamiltonoperatorH dievolle Symme-

trie desperiodischenGittersbesitzt,wasz.B. durchfolgendenAnsatzerfüllt wird:

VSt � ∑�m �� �nVAtom 	 �r � �R �m
��
Die Eigenfunktionenvon H sinddie sogenanntenBloch–Funktionenψ�k 	 �r 
 . Dieselassen

sichalsProdukteinerebenenWelle undeinerperiodischenOrtsfunktionausdrücken:

ψ�k � �K 	 �r 
 � ei �k�ru�k 	 �r 
��
u�k 	 �r ���R
 � u�k 	 �r 
��

Dabeistellt �R einenGittervektordar, �K einenVektordesreziprokenGitters.

Die BlochwellenzeichnensichinsbesonderedurchihreTranslationseigenschaftenbezüg-

lich derGittervektoren �K und �R aus:

ψ�k � �K 	 �r 
 � ψ�k 	 �r 
��
ψ�k 	 �r ���R
 � ψ�k 	 �r 
��

Aufgrund ihrer Periodizitätim reziproken Gitter lassensie sich als Fourierreihein den

Gittervektorenentwickeln:

ψi �k 	 �r 
 � 1�
N

∑�n ei �k � �R�nWi 	 �r � �R�n 
�� (2.3)

Die Wi 	 �r � �R�n 
 in (2.3) werdenals Wannier–Funktionenbezeichnet,siesind im Gegen-

satzzuBlochfunktionenjeweilsumdenGitterplatz �R�n lokalisiert.AufgrunddieserLoka-

lisierunglassensich die Wannier–FunktionennachdenEigenfunktionenφ j 	 �r ���R�n 
 des
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2.1. DerTight–Binding–Formalismus

HamiltonoperatorsHAtom entwickeln:

Wi 	 �r ���R�n 
 � ∑
j

φ j 	 �r ���R�n 
��
Die Summeläuft dabeiüberalle EigenzuständedesGitteratoms.WegendieserEntwick-

lung wird dasVerfahrenin der Literatur oft als LCAO (linear combinationof atomic

orbitals)bezeichnet.

Im einfachstenFall gehtmandavon aus,daßsichdasElektronin einems–Orbitalbefin-

det und aufgrunddesgeringenÜberlappseinzig die s–Wellenfunktionvon HAtom einen

nennenswertenBeitragzur Entwicklungder Wannier–Funktionenliefert1. Damit ergibt

sichfür die WellenfunktiondesgesamtenHamiltonoperators:

ψs�k 	 �r 
 � 1�
N

∑�n ei �k � �R�n φs 	 �r � �R�n 
�� (2.4)

Die Genauigkeit dieserNäherungnimmtmit wachsenderGitterkonstantezu,daderÜber-

lappzwischendenWannier–Funktionenan verschiedenenGitterplätzenimmer geringer

wird.

Die Dispersionsrelationfür dasElektronim Kristallgitter ist allgemeindurch

E 	 �k 
 � � ψ�k 	 �r 
 � H �
ψ�k 	 �r 
��� ψ�k 	 �r 
 � ψ�k 	 �r 
�� (2.5)

gegeben. Setztmandie Wellenfunktionen(2.4) in (2.5) ein und berücksichtigtzudem,

daßim Nennervon Gleichung(2.5) wegender starken LokalisierungdesElektronsim

s–Orbitalnur die N Termemit �n � �m merklichvon Null verschiedeneWerteannehmen,

ergibt sichfolgendeDispersionsrelation:

E 	 �k 
 � 1
N ∑�n � �mei �k �! �R�n " �R �m #%$$'& φ (s 	 �r � �R �m
�) HAtom	 �r � �R�n 
 � VSt 	 �r � �R�n 
+* φs 	 �r � �R�n 
 d�r � (2.6)

1Die Rechnungfür p bzw. d–Orbitalekannanalogdurchgeführtwerden(siehez.B. [Ash]), wegender
höherenEntartungundderkomplizierterenSymmetrieliefert sieaberwesentlichkomplexereResultate.
Diesekönnenz.T. mit denErgebnissenfür s–Orbitalegenähertwerden.
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2. Die Azbel–Harper–Gleichung

Die Exponentialfaktorenei �k �, �R�n " �R �m # werdenin denN Fällen �n � �m zu 1. Durchzusätzli-

chesAufspaltenin die IntegraleüberHAtom undVSt zerfällt (2.6)in zweiTerme.Dererste

gibt dieEnergie desElektronsim s–ZustandeineseinzelnenAtomsan:

Es � & φ (s 	 �r � �R�n 
 HAtom 	 �r � �R�n 
 φs 	 �r � �R�n 
 d �r � (2.7)

DerzweiteTermbeschreibteineAbsenkung(VSt
� 0) dieserEnergiedurchdiePotentiale

derrestlichenKristallatome:

A : � & φ (s 	 �r � �R�n 
 VSt 	 �r � �R�n 
 φs 	 �r � �R�n 
 d �r � (2.8)

Füralle �n -� �m verschwindetderBeitragvonHAtom aufgrunddesgeringenÜberlappsder

Funktionenφs 	 �r � �R�n 
 zu verschiedenenGitterpunkten.Übrig bleibennur nochTerme

derForm

B : � 1
N ∑�n �� �mei �k �! �R�n " �R �m# V � (2.9)

mit

V : � & φ (s 	 �r � �R �m
/.VSt 	 �r � �R�n 
+0 φs 	 �r � �R�n 
 d �r � (2.10)

WegendesgeringenÜberlappsders–Orbitalegenügtes,in (2.9)nur die nächstenNach-

barnzuberücksichtigen.Im einfachkubischenGittergilt damitfür die Ortskoordinaten:�R�n � �R �m 132 	54 a � 0 � 0
 ; 	 0 � 4 a � 0
 ; 	 0 � 0 � 4 a
768�
AufgrundderPeriodizitätdesPotentialsVSt undderKugelsymmetrieders–Wellenfunk-

tion zerfällt die Summe(2.9) in sechsgleicheIntegrale,multipliziert mit denjeweiligen

Exponentialfunktionen,die zucos–Termenzusammengefaßtwerdenkönnen:

Es 	 �k
 � Es � A � 2V $ 	 cos	 kxa
 � cos	 kya
 � cos	 kza
9
:� (2.11)

JedesEnergieniveaudesGitteratomsEs wird alsodurchdenEinflußderanderenAtome

im Gitter um
�
A
�
abgesenktundzu einemBandderBreite2V aufgeweitet.Die zugehöri-

genEigenzuständesinddurch(2.4)gegeben.

Damit ist dasProblem„ein Elektron im idealeneinfachkubischenKristall” prinzipiell

gelöst. In dieserArbeit soll Störungsrechnungmit Hilfe der Greensfunktionan diesem
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2.1. DerTight–Binding–Formalismus

Systemdurchgeführtwerden.Deshalbist esnötig, einenmöglichsteinfacheneffektiven

HamiltonoperatorHt aufzustellen.

Ein möglicherWeg,diesenOperatorzukonstruierenwird in [Eco] aufgezeigt:Die Menge

der Wannier–FunktionenWi 	 �r � �R�n 
 ist abgeschlossen(siehez.B. [Ki2]). Deshalbkann

jederOperatorin derBasisderWannier–Funktionenausgedrücktwerden.Reduziertman

die Betrachtungauf einenBandindex i0, läßt sich ein effektiver Hamilton–Operatordes

Tight–Binding–Modellsfolgendermaßenangeben:

Ht � ∑�l � �l ; ε �l < �l � � ∑�l � �m � �l ; V�l � �m < �m � � (2.12)

Dabei ist ε �n durch die Energie des i0–ten AtomorbitalsEi0 (reduziertum A aus(2.8))

gegebenundV�n �m entsprichtdemWert von V, wie in (2.10)definiert. Die Vektoren
� �m;

entsprechendenWannierfunktionenWi0 	 �r �m � �R�n 
 amGitterplatz �m. Die Summenlaufen

überalleGitterplätze�l � �m im Kristall.

Die MatrixelementedeseffektivenHamiltonoperatorsHt ergebensichsoals< �n �Ht � �m;8� ε �nδ �n �m � V�n �m � (2.13)

Im periodischenSystemgilt:

ε �l � ε0 für alle Gitterpunkte�l
V�l � �m � V�l " �m �

Wie obenwird die Wechselwirkung auf nächsteNachbarnreduziert,dennderÜberlapp

derEigenzuständevonHAtom ist sehrklein:

V�l � �m �>= V für �l � �mnächsteNachbarn

0 sonst
(2.14)

Fürdie weiterenBetrachtungenwird V � 1 gesetzt.

Fernersetzenwir o.B.d.A.

ε0 � 0 � (2.15)

Die Mengeder 2 � �l ; 6 ist einOrthonormalsystemaufgrundderEigenschaftenderWannier–

11



2. Die Azbel–Harper–Gleichung

Funktionen: < �l � �m;?� δ �l � �m � (2.16)

Mit denVereinfachungen(2.14)und(2.15)könnendie Eigenwerteε 	 �k
 undEigenfunk-

tionen
� �k; sofortberechnetwerden:

εt 	 �k
 � ∑�l V0�l ei �k�l (2.17)� �k ;@� 1�
N

∑�l ei �k�l � �l ; (2.18)

Dabei ist �k beschränktauf die ersteBrillouinzone: Für die i–te Komponentevon �k gilt

jeweils � π A ai B ki B π A ai . DieseLösungdecktsichmit denin (2.11)und(2.3)hergelei-

tetenBeziehungen.

2.2. Der Azbel–Harper –Hamiltonian

Ausgehendvon demim vorangehendenAbschnitt vorgestelltenTight–Binding–Modell

soll nuneinModell zurBeschreibungderDynamikvonElektronenin einemKristallgitter

beiangelegtemhomogenenMagnetfeldentwickelt werden.Die HerleitungdiesesAzbel–

Harper–Hofstadter–Modells wird im folgendenAbschnitt nur kurz skizziert, genauere

Ausführungenfindensichz.B. in [Hof2].

Ausgangspunktist die Energiedispersionεt 	 �k
 desLeitungsbandesohneangelegtesMa-

gnetfeld(siehe(2.11) bzw. (2.17)). Die Peierls–Onsager–Hypothese[Pei] [Ons] gibt

danneinenWeg vor, wie sichausεt 	 �k 
 eineffektiverHamiltonianfür Leitungselektronen

in einemMagnetfeldmit demVektorpotential�A konstruierenläßt.

Die DispersionsrelationdeseinfachkubischenGitters(2.17)wird durchdie Ersetzung�k ��C �π : � 1�ED �p � e
c
�AF (2.19)

mit demImpulsoperator�p zumeffektivenHamiltonoperator

He 	G�π 
 : � εt 	H�π 
�� (2.20)
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2.2. DerAzbel–Harper–Hamiltonian

He 	G�π 
 wird in derLiteraturhäufigalsPeierls–Onsager–Hamiltonianbezeichnet.Mit die-

semeinfachenVerfahrengelangOnsagerdie Interpretationderfeldabhängigenoszillato-

rischenEffekte in vielenFestkörperexperimenten[Sc1]. EinenAnsatzzur theoretischen

Begründungvon Peierlsad–hocHypotheselieferteKohn[Koh] im Jahre1957: Er zeigt

dieExistenzeinesallgemeineneffektivenHamiltonoperatorsfür Blochelektronenim Ma-

gnetfeld,der sichalsPotenzreiheim BetragdesMagnetfeldesdarstellenläßt. Die erste

KomponentedieserPotenzreihe,derB1–Term,entsprichtexaktHe aus(2.20).Zumindest

für B C 0 ist He alsogültig.

Einsetzenvon (2.19)in (2.20)liefert für eind–dimensionalesSystem:

He � V
d

∑
j � 1

D eiaI  p j " e
cA j # � e" iaI  p j " e

cA j # F � (2.21)

Dabeigilt

p j ��� i
� ∂

∂x j

unddeshalb

e
iaI p j ψ 	 x j 
 � e

a ∂
∂xj ψ 	 x j 
 � ψ 	 x j � a
J� (2.22)

Denne
a ∂

∂xj ist derTranslationsoperatorumeineGitterkonstantea.

Nehmenwir an, dasMagnetfeldstehesenkrechtzur x-y–Ebene,dannwird es nur die

BewegungderElektronenin dieserEbenebeeinflussen.Wir könnenunsereUntersuchun-

genalsoauf dieseEbenebeschränken. EinedreidimensionaleBetrachtungdesProblems

wurdevon RupertFaltermeierin [Fal] durchgeführt.Es zeigt sich, daßdieseVereinfa-

chungnur zulässigist, wenndie Bewegungin z–Richtungauf einenImpulseigenwertkz

beschränktwird, also„echt zweidimensional”ist. Für die folgendenBetrachtungensei

diesangenommen.

FürdasVektorpotential�A verwendenwir die Landau–Eichung

�A � B KLM 0

x

0

NPOQ �
mit dermagnetischenFlußdichteB. Eingesetztin (2.21)ergibt sichderHamilton–Opera-

13



2. Die Azbel–Harper–Gleichung

tor für dasModellsystem:

He � V D eiaI px � e" iaI px � e
iaI  py " e

cBx# � e" iaI  py " e
cBx# F� V R ea ∂

∂x � e" a ∂
∂x � ea ∂

∂y " ieI
cBxa � e" a ∂

∂y � ieI
cBxaS �

Weil ∂
∂y und x kommutieren,folgt darausder Hamilton–Operatorin seinerendgültigen

Form:

He � V R ea ∂
∂x � e" a ∂

∂x � e" ieI
cBxaea ∂

∂y � e
ieI
cBxae" a ∂

∂y S � (2.23)

Für ein verschwindendesMagnetfeldentsprichtHe formal dem Hamiltonoperatordes

zweidimensionalenTight–Binding–ModellsHt (2.12) für ε0 � 0. Die beidenin dieser

Arbeit verwendetenAnsätzesinddaherkonsistent.

Durch die Einbandnäherungwird der Hilbertraumbeschränkt,deshalbkannψ 	 x � y
 le-

diglich anStützstellenberechnetwerden[Ob2].

x � ma

y � na

ψ 	 ma� na
 � zm� n �
Fernerdefinierenwir:

ε : � E
E0

α : � a2B

2π T ce �
ε ist die auf die Bandenergie normierteEnergie,sieliegt wegen(2.17)im zweidimensio-

nalenSystemzwischen � 4 und 4, α entsprichtdemFluß desMagnetfeldesdurcheine

Elementarzelle.

SetztmandieseDefinitionenin dieSchrödingergleichungdesSystems,

Heψ 	 x � y
 � εψ 	 x � y
��
ein undnützt (2.22)aus,soergibt sicheinezweidimensionaleDifferenzengleichungfür

14



2.2. DerAzbel–Harper–Hamiltonian

dieWertederEigenfunktionenvonHe andenGitterpunkten:

zm� 1 � n � zm" 1 � n � e" 2πimαzm� n� 1 � e2πimαzm� n " 1 � εzm� n � (2.24)

GehtmananalogzumLandau–Ansatzfür freie Teilchenim Magnetfeldvor undsetztdie

Bewegungin y–RichtungalsfreieBewegungan,soläßtsichdieseaufgrundderspeziellen

EichungdesVektorpotentialsabseparieren.Die Wellenfunktionin y-Richtungwird dann

zu einerebeneWelle. Die Werteder Wellenfunktionzm� n an denStützstellen	 am� an

werdenzu

zm� n � eiνngm (2.25)

mit derBloch–Phaseν. Eingesetztin (2.24)ergibt sichdie Azbel–Harper–Gleichung:

gm� 1 � gm" 1 � 2cos	 2πmα � ν 
 gm � εgm (2.26)

Siebeschreibtdie ZuständeeinesElektronsin einemperiodischenPotential,dasvon ei-

nemhomogenenMagnetfeld,dasparallelzu einerKristallachseorientiertist, überlagert

wird. Zum erstenmal wurdesievon P.G. Harperim Jahre1955aufgestellt[Har]. Ande-

re Herleitungenalsdie hier skizzierte,z.B. [Wa2],[Ob1]und[Ra1], führenzu ähnlichen

Gleichungen,diesichim WesentlichendurchdieDefinitionvonα unterscheiden.Deshalb

liegt die Vermutungnahe,daßGleichung(2.26)von universellerNatur ist. Schellnhuber

undObermairzeigenin [Sc2], [Sc3] und[Sc4], daßeineBetrachtungdesvollen Hamil-

toniansfür Festkörperelektronenim Magnetfeldzumindestfür sogenanntepurecasesmit

rationalemα � 1
q, q 1VU aufeineGleichungderForm(2.26)führt.

In der mathematischenPhysikwird Gleichung(2.26)wegenihrer Ähnlichkeit zur Ma-

thieuschenDifferentialgleichung

d2ψ
dξ2 	 ξ 
 � 	 ε � 2γcos	 2ξ 
W
 ψ 	 ξ 
 � 0

alsalmost–Mathieu–Gleichungbezeichnet.Die Azbel–Harper–Gleichungstellt einedis-

kretisierteFormdieserGleichungmit angelegtemMagnetfelddar.

Die numerischeLösungderAzbel–Harper–Gleichunggelangzumerstenmal D. R. Hof-

stadterin seinerDissertationausdemJahre1976[Hof2], bzw. [Hof1] mit Hilfe derso-

genanntenTransfermatrizen.In dieserArbeit soll jedochein anderesLösungsverfahren,
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2. Die Azbel–Harper–Gleichung

wie vonWannier, ObermairundRayin [Wa1]vorgeschlagen,verwendetwerden.

Die Azbel–Harper–Gleichung(2.26)ist invariantunter

α C α � 1 � (2.27)

Dasbedeutet,daßdasgesamteModellsystemperiodischin α mit derPeriode1 ist. Des-

halbgenügtes,die weiterenBetrachtungenauf α 1 . 0 � 10 zu reduzieren.

Wähltmanα in (2.26)rational,

α � p
q � (2.28)

so gilt mit p 1YX , q 1ZX und p � q teilerfremd,wegen (2.27) zusätzlichp B q. Damit

werdendieKoeffizienten2cos	 2πmα � ν 
 in (2.26)periodischin mmit derPeriodeq. Auf

Dif ferenzen–undDifferentialgleichungenmit periodischenKoeffizientenist dasFloquet–

Theorem[Col] anwendbar, eineallgemeineForm desBloch–Theorems.Esbesagt,daß

jedeDifferenzengleichungmit periodischenKoeffizientenmindestenseine Lösungder

Form

gl � q � eiqµgl (2.29)

hat. Der Faktor q im Exponentenwurde hier ausGründender Symmetrieeingeführt,

wie späterersichtlichwird. DerExponentµ wird im FolgendengelegentlichalsFloquet–

Phasebezeichnet.

Mit (2.26)und(2.29) läßtsichdereffektive HamiltonoperatorHe für Bloch–Elektronen

im Magnetfeldals 	 q [ q
 -Matrix über \ darstellen:

Ha : � KLLLLLLLLLLM
c1 1 0 $9$9$ 0 eiqµ

1 c2 1 0

0 1
...

...
... 0

... 0

0
...

... .. . 1

e" iqµ 0 $9$9$ 0 1 cq

N OOOOOOOOOOQ ; c j : � 2cos	 2π jα � ν 
7� (2.30)

In dieserForm ist Ha als Azbel–Harper–Hamiltonianbzw. almost–Mathieu–Operator

bekannt.
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2.2. DerAzbel–Harper–Hamiltonian

Die zugehörigeSchrödingergleichunglautet:

Ha �ψk � εk �ψk � (2.31)

Die Eigenvektoren �ψk zumEigenwertεk hängenvon µ und ν ab,siesindElementevon\ q. Die m-teKomponentevon �ψk ist durchgm aus(2.26)gegeben:

�ψk � KLLLLM gk
1

gk
2
...

gk
q

N OOOOQ ; gk
i � gi

�
ε � εk � (2.32)

Die Schrödingergleichungwird gelöstdurch�
ε � Ha � � 0 �

DieseDeterminanteläßt sich als Polynomin ε darstellen,daszusätzlichvon ν und µ

abhängt.Die µ–Abhängigkeit desPolynomsergibt sichausderEntwicklungvon
�
ε � Ha �]�

als2cos	 qµ
 (sieheAbschnitt3.2.2). Wannier, ObermairundRayzeigenin [Wa1], daß

dasProblemin µ undν symmetrischist, deshalbkanndascharakteristischePolynomvon

Ha in Abhängigkeit vonderEnergie λ dargestelltwerdenals�
λ � Ha � � P 	 λ 
 � 2cos	 qµ
 � 2cos	 qν 
^� (2.33)

Wie hier wird auchim Folgendenλ allgemeinalsEnergie betrachtet,die Eigenwertedes

Systemswerdenmit ε bezeichnet.

P 	 λ 
 ist ein normiertesPolynomvom Gradq in λ, daswedervon µ nochvon ν abhängt.

Im Folgendenwird P 	 λ 
 alsHofstadterschesSpurpolynombezeichnet.Wie ich in meiner

Diplomarbeit[Chm] zeigenkonnte,ist P 	 λ 
 zur Spurder von Hofstadterverwendeten

Transfermatrizenabbildungbis auf ein Vorzeichenäquivalent. Als abgekürzteSchreib-

weisedefinierenwir

P 	 λ � µ� ν 
 � P 	 λ 
 � 2cos	 qµ
 � 2cos	 qν 
^� (2.34)
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2. Die Azbel–Harper–Gleichung
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Abbildung 2.1.: DasHofstadter–Spektrum,der sogenannte„Schmetterling”: Angetragenist der magne-
tischeFluß pro Elementarzelleder Gittersα gegendie Energie λ. Punkteim Bild entsprechenerlaubten
Energien.

Die Eigenwerteε vonHa sinddurchdieGleichung

P 	 ε 
 � 2cos	 qµ
 � 2cos	 qν 
 � 0 (2.35)

bestimmt.Zu festenWertenvon µ undν ergibt die Lösungvon (2.35)genauq verschie-

deneEigenwerte[Hof2]. Für µ � ν 1 . � π � π 0 hat Ha immer danneinenEigenwert,wenn

gilt

P 	 ε 
 � 2cos	 qµ
 � 2cos	 qν 
 B 4 � (2.36)

Bei festemµ� ν besitztHa ein Punktspektrum.Für beliebige µ � ν wird jederdieserPunkte

zu einemkontinuierlichenBereichvon Eigenwerten,einemsogenanntenmagnetischen

Unterbandaufgeweitet. Bei angelegtemMagnetfeldspaltetdasTight–Binding–Bandin

q disjunktemagnetischeUnterbänderauf [Hof2]. Die 2q Bandkantenergebensich aus

(2.35)für µ � 0 � ν � 0 undµ � π A q � ν � π A q [Th1].

Mit derBedingung(2.36)läßtsichdasSpektrumdesAzbel–Harper–Hamiltoniansin Ab-

hängigkeit vonα berechnen:dersogenannteHofstadter-Schmetterling, wie in Abbildung
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2.2. DerAzbel–Harper–Hamiltonian

2.1 gezeigt. DiesemBild kommt eine fast historischeBedeutungzu: Es war daser-

stefraktaleGebildemit physikalischemInhalt. Hofstadteruntersuchtedie geometrische

StrukturdesSpektrumsin [Hof2]. Er wiesunteranderemnach,daßdasSpektrumselbst-

ähnlichist. ZahlreicheweitereUntersuchungenbeschäftigensichmit denEigenschaften

desSpektrums(z.B. [Cl3]). Die Rechnungwurdeauf hexagonale[Cl2] undDreiecksgit-

terübertragen[Be1] undgezeigt,daßdasSpektrumfür irrationaleα in eineKantormenge

übergeht(siehez.B. [Rud]).

EinebesondereEigenschaftdesAzbel–Harper–Hofstadter–Spektrumsliegt in seinenviel-

fältigenSymmetrien:� DasSpektrumist symmetrischzu λ � 0 [Hof2].� Wie obenbereitserläutertist esebenfalls symmetrischzuallenα 1_X [Hof2]. Des-

halbreichtesaus,die Fälleα � p
q mit 1 B p B q zu untersuchen,um dasgesamte

Spektrumzuerfassen.� Zusätzlichist derHofstadter–Schmetterlingsymmetrischzu α � p
2, p 1_X .

Die q magnetischenUnterbänderzugegebenemα sinddurchq � 1 Bandlückengetrennt,

Ausnahmenvon dieserRegel sind die Fälle von Unterbändern,die sich berühren,z.B.

für geradeq bei λ � 0. Diesewerdenin der Literatur oft als „entarteteBänder”oder

„kissingBands”bezeichnet.SieentstehendurchlokaleExtremavonP 	 λ 
 mit
�
P 	 λ 
 � � 4

andenBandkanten.DasSpektrumzu α � 1
2 bestehtbeispielsweiseauszwei entarteten

Bändern,im Bild desSpektrumserscheinensiejedochalsein geschlossenesBand(siehe

Abbildung2.1).

Auffällig amHofstadter–Spektrumist, daßessichnichtkontinuierlichmit α ändert:Zwar

überdecken die Unterbänderzu α � 1000
3001 nahezuden gleichenEnergiebereichwie die

Bänderzu α � 1
3, dasSpektrumist aberin 3001Unterbänderanstellevon 3 Unterbän-

dernaufgespalten.Mit wachsendemq werdendie Unterbänder(zumindestim Mittel)

immerschmaler. Wie Thoulessin [Th1], [Th2] und[Th3] zunächstnumerischunddann

analytischzeigenkonnte,ist die Gesamtbreitealler Unterbänderproportionalzu 1
q. Die

Unterbänderzuα � 1
3 sindalsoetwa1000malsobreitwie dieUnterbänderzuα � 1000

3001.

Kontinuierlichmit α ändertsichlediglichdieBreitedesvonBändernüberdecktenBerei-

ches,nichtaberdieAnzahlderBänder. Die untereundobereBegrenzungdesSpektrums

unddie RänderdergroßenBandlückenverlaufenstetigmit α [Be2].
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2. Die Azbel–Harper–Gleichung
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Abbildung2.2.: Die Zustandsdichteρ ` ε a für α b 1c 3 (links). MansiehtdasSpringenderDichteaufeinen
endlichenWert an denRänderneinesUnterbandesund die typische„Pagodenform“.Rechtsist die inte-
grierteZustandsdichteN ` ε a für α b 1

3 (durchgezogen)undα b 11
34 (gestrichelt)dargestellt:BeideKurven

sindsichähnlich,obwohl ρ ` ε a zu α b 11
34 insgesamt34Spitzenhat.

Wie in [Wa1] gezeigtwird, ist esfür gegebenesα möglich,dieMittelwertephysikalischer

Größen,die nur von ε unddenQuantenzahlenµ undν abhängen,ausdemPolynomP 	 ε 

zu berechnen.Zum Beispiel kanndie Zustandsdichteρ 	 ε 
 folgendermaßendargestellt

werden:

ρ 	 ε 
 � 1
2π2q dddd dP 	 ε 


dε dddd K e R 1
4

�
P 	 ε 
 � S � (2.37)

K e ist dabeidaskomplementärevollständigeelliptischeIntegral (nach[Abr] bzw. [Byr]).

Als Beispielist in Abbildung2.2(links) dieZustandsdichtefür α � 1A 3 gezeigt.Charak-

teristischist hierbei,daßdie DichteandenRändernderUnterbänderaufeinenendlichen

Wert springt und im InnerendesUnterbandesunendlichwird. Wie die Bänderselbst

verändertsich auchdie Zustandsdichteρ 	 ε 
 nicht kontinuierlichmit α. Die integrierte

Zustandsdichte

N 	 ε 
 � ε&" 4

ρ 	 ε e 
 dε e
ändertsich dagegenkontinuierlichmit α [Wa1]: Abbildung 2.2 (rechts)zeigt N 	 ε 
 für

α � 1
3 und α � 11

34. Wie mansieht,liegendie beidenKurvensehrnahbeisammen.Die

integrierteDichte zum Wert α � 111
334 wärevon der zu α � 1

3 in der Grafik schonnicht

mehrzuunterscheiden.
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2.2. DerAzbel–Harper–Hamiltonian

DerBeiträgejedesmagnetischenUnterbandeszuN 	 ε 
 sindidentisch:

oi&
ui

ρ 	 ε 
 dε � 1
q � (2.38)

wobeiui dieUnterkante,oi die OberkantedesjeweiligenBandesangeben.
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3. Die Greensfunktion für Teilc hen im

Kristallgitter

In diesemAbschnitt wird die Greensfunktionzu den HamiltonoperatorenHt und Ha,

wie sie im vorangehendenKapitel hergeleitetwurden,berechnet.Die Greensfunktion

oderauchResolventeeinesOperatorsenthältviele Informationenüberdasbetreffende

physikalischeSystem,zusätzlichvereinfachtsiedieStörungsrechnungandiesemSystem

ganzerheblich.DieseFormderStörungsrechnungsoll im weiterenVerlaufderArbeit auf

dasAzbel–Harper–Modell angewendetwerden.

Die GreensfunktionG 	 λ 
 , oft auchals Resolventebezeichnet,zu einemhermiteschen

OperatorH ist für Wertevon λ � die keinEigenwertvonH sind,definiertdurch	 λ � H 
 G 	 λ 
 � 1 � (3.1)

Sei
�
k ; einvollständigerSatzvonEigenvektorenvonH undεk diezugehörigenEigenwer-

te,sogilt für λ -� εk:

G 	 λ 
 � ∑
k

�
k ; < k �

λ � εk
� (3.2)

Fürein kontinuierlichesSpektrumgehtdie Summein ein Integral über[Eco].

Die Kenntnisder GreensfunktioneinesSystemsermöglichteine Reihevon Aussagen

überdasSystem:Die PolederResolventenentsprechendenisoliertenEigenwertenvon

H. DasResiduumvon G für einennicht entartetenEigenwertεn erlaubtAussagenüber

diezugehörigeWellenfunktionψn 	 �r 
 von H:

ψn 	 �r 
 ψ (n 	 �r e 
 � Res	 G 	 εn � �r � �r e 
W
7� (3.3)
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

FürentarteteEigenwerteist derGradderEntartungfn von εn gegebendurch

fn � & Res	 εn � G 	 �r � �r 
W
 d3r � (3.4)

Ist die GreensfunktionübereinemganzenBereichvon λ nicht definiert,sogehörtdieser

zumkontinuierlichenSpektrumvonH. Für dieseEnergienε sinddieGrenzwerte

G f 	 ε 
 � lim
sg 0

G 	 ε 4 is
��
mit s � 0 definiert. Der Imaginärteil von G f 	 ε 
 liefert die Zustandsdichteüber dem

Spektrumvon H [Eco]:

ρ 	 ε � �r 
 �ih 1
π

ℑG f 	 ε � �r � �r 
�� (3.5)

In dem nun folgendenAbschnitt wird zunächstdie Berechnungder Resolventendes

Tight–Binding–Hamiltoniansvorgeführt,dasVorgehenentsprichtdabeiim wesentlichen

dem in [Eco] dargestellten. Daraufhinwird ein Ansatzzur Bestimmungder Greens-

funktion für Elektronenim Quadratgitterbei angelegtemMagnetfeldvorgestellt.Die zur

Azbel–Harper–GleichungkorrespondierendeResolventewird berechnetundausführlich

diskutiert.

3.1. Die Greensfunktion des Tight–Binding–Modells

Die Greensfunktionfür denTight–Binding–HamiltonianHt kannmit

Gt 	 λ 
 � ∑�k � �k ; < �k �
λ � ε 	 �k


bestimmtwerden.Dabeisindε 	 �k 
 und
� �k; durch(2.17)bzw. (2.18)gegeben.

Ein Matrixelementvon Gt 	 λ 
 in einemd–dimensionalenSystemläßtsichmit

Gt 	 λ � �l � �m
 � < �l �Gt 	 λ 
 � �m;� ∑�k < �l � �k ; < �k � �m;
λ � ε 	 �k
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3.1. Die GreensfunktiondesTight–Binding–Modells� Ω0	 2π 
 d &
1 j BZ

ei �k  �l " �m#
λ � ε 	 �k
 d�k (3.6)

berechnen,wobeiΩ0 dasVolumeneinerElementarzellerepräsentiert.DasIntegral ist auf

dieersteBrillouinzonebeschränkt.

3.1.1. Quadratgitter

Wie in Abschnitt 2.2 dargestellt, ist dasModellsystembei angelegtemMagnetfeldauf

zwei Dimensionenreduziert. Um einenVergleich mit dem Tight–Binding–Modellzu

ermöglichen,muß die GreensfunktiondeszweidimensionalenTight–Binding–Modells

bekanntsein. In diesemAbschnittwird die BerechnungderResolventenvon Ht analog

zu [Eco] dargestellt.

Fürein Quadratgittermit derGitterkonstantena ergebensichnach(2.17)dieEigenwerte

ε 	 �k
 � 2V 	 cos	 k1a
 � cos	 k2a
9
^� (3.7)

Im Folgendenwird o.B.d.A.V � 1 gesetzt.Die MatrixelementederGreensfunktionwer-

dendamitzu:

Gt 	 λ � �l � �m
 � a2

4π2
&

1 jBZ

ei �k  �l " �m#
λ � 2 	 cos	 k1a
 � cos	 k2a
9
 d2k

mit �k 	 �l � �m
 � a 	 k1 	 l1 � m1 
 � k2 	 l2 � m2 
9
J�
l1 � l2 � m1 � m2 1VX sinddie IndizesderGitterplätze.

NachderSubstitutionaki C kei gilt:

Gt 	 λ � �l � �m
 � 1
4π2

π&" π

π&" π

ei 	 kk1  l1 " m1 # � kk2  l2 " m2 # 

λ � 2 l cos	 ke1 
 � cos	 ke2 
Wm dke1dke2� 1

π2

π&
0

π&
0

cos	 ke1 	 l1 � m1 
9
 cos	 ke2 	 l2 � m2 
9

λ � 2 l cos	 ke1 
 � cos	 ke2 
nm dke1dke2
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

DurchdieKoordinatentransformation[Mor]�l eo� 1
2
D �l � �mF�me � 1

2
D �l � �mF

läßtsichzeigen,daßgilt:

Gt 	 λ � �l � �m
 � 1
π2

π&
0

π&
0

cos	 k1 	 l1 � m1 � l2 � m2 
9
 cos	 k2 	 l1 � m1 � l2 � m2 
9

λ � 4cos	 k1 
 cos	 k2 
 dk1dk2 �

Die Diagonalelementevon Gt ergebensichdamitals[Mor]

Gt 	 λ � �l � �l 
 � 1
4π2

π&" π

π&" π

1
λ � 4cos	 k1 
 cos	 k2 
 dk1dk2� 1

2π

π&" π

1p
λ2 � 	 4
 2cos2 	 k1 
 dk1� 1

πλ

π&
0

1q
1 � l 4

λ m 2
cos2 	 k 
 dk �

DiesesIntegral wird gelöstdurch

Gt 	 λ � �l � �l 
 � 2
πλ

K R 4
λ
S � (3.8)

Dabeiist K dasvollständigeelliptischeIntegralersterArt [Byr].

EineelementweiseBetrachtungderGleichung	 λ � Ht 
 Gt � 1 liefert Rekursionenfür die

MatrixelementeGt 	 λ � �l � �m
 ausgehendvon denElementenvon Gt, für die gilt l1 � m1 �
l2 � m2. DiesekönnendurchRekursionausdenElementenGt 	 λ � �l � �l 
 undGt 	 λ � �l � �m
 mit

l1 � m1 � l2 � m2 � 1, oft alsGt 	 λ � 1
 bezeichnet,bestimmtwerden[Mor]:

Gt 	 λ � 1
 � 1
π

π&
0

cos	 2k1 
p
λ2 � 	 4
 2cos2 	 k1 
 dk1� 2

πλ
RrR 2λ2	 4
 2 � 1S K R 4

λ
S � 2λ2	 4
 2E R 4

λ
SsS (3.9)
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3.1. Die GreensfunktiondesTight–Binding–Modells

WobeiE dasvollständigeelliptischeIntegral zweiterArt ist.

Die Elementeder GreensfunktionGt 	 λ � �l � �m
 mit �m � �l � 	 1 � 0
 , also einenGitterplatz

neben�l ergebensichals

Gt 	 λ � �l � �m
 � 1
4
D λGt 	 λ � �l � �l 
 � 1F � (3.10)

Aus(3.8)lassensichmit deranalytischenFortsetzungdeselliptischenIntegralesüberder

komplexenEbene

K R 1
k
S � k l K 	 k 
 � iK 	 ke 
 m �

bzw.

E R 1
k
S � 1

k t E 	 k 
 � iE 	 ke 
 � ke 2K 	 k 
 � ik2K 	 ke 
vuw�
mit

kex� p
1 � k2

und
1
k
� 4

λ � iδ
� 4

λ
� iδ

dieElementederGreensfunktionGt f überdemSpektrumvonHt berechnen.Die Diago-

nalelementesinddamitgegebendurch:

ℜGt f 	 ε � �l � �l 
 � � 1
2π

K D ε
4V

F � � 4 � ε � 0 (3.11)

ℜGt f 	 ε � �l � �l 
 � 1
2π

K D ε
4
F � 0 � ε � 4 (3.12)

ℑGt f 	 ε � �l � �l 
 � h 1
2π

K y{z 1 � D ε
4
F 2 | � �

ε
� � 4 � (3.13)

Real–undImaginärteilvon Gt sindin Abbildung3.1angetragen.

Aus (3.13)läßtsichdie Zustandsdichteberechnen.Esgilt für
�
ε
� � 4:

ρ 	 ε 
 ��� 1
π

ℑGt � 	 ε � �l � �l 
 � 1
2π2K y�z 1 � D ε

4
F 2 | � 1

2π2K e D ε
4
F (3.14)
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Abbildung3.1.:Real–undImaginärteil(ℑGt } ) derDiagonalelementederGreensfunktionzumzweidimen-
sionalenTight–Binding–Hamiltonian,V b 1 ~ 0.

Dabeiist K e , daskomplementärevollständigeelliptischeIntegralersterArt, definiertals

K e 	 k 
 � K 	 ke 
��
In Abbildung 3.2 wird die ZustandsdichtedeszweidimensionalenTight–Binding–Mo-

dellsdargestellt.

Die DiagonalelementederGreensfunktion(sieheAbbildung3.1)zeigendie für einzwei-

dimensionalesSystemcharakteristischenUnstetigkeitendesImaginärteilsandenBand-

kanten. Analog verhaltensich z.B. die Diagonalelementeder Greensfunktionfür Drei-

ecksgitterundhexagonaleGitter in zweiDimensionen[Hor]. Die ResolventevonHt läßt

sichnach[Eco] auchdirekt überdieZustandsdichteρ 	 ε 
 berechnen,esgilt

Gt 	 λ � �l � �l 
 � ∞&" ∞

ρ 	 ε 

λ � ε

dε � (3.15)

Für endlicheWertevon ρ 	 ε 
 andenBandkantenführt dieszu einerlogarithmischenSin-

gularitätdesRealteilsderResolventen.
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Abbildung 3.2.: Die ZustandsdichtedeszweidimensionalenTight–Binding–Modells(V b 1) nachGlei-
chung(3.14).Angetragenist dieZustandsdichtegegendieEnergie.

InnerhalbderBänderzeigtder ImaginärteilderGreensfunktion,unddamitauchdie Zu-

standsdichte,eine typischeVan–Hove–Singularität. Der Realteil wird an dieserStelle

unstetig.Die Singularitätenvon Gt innerhalbdesBandeswerdendurchdie Sattelpunkte

derDispersionsrelation(3.7)verursacht[Van] [Ros].

Von zusätzlicherBedeutungfür die weiterenBetrachtungensinddie analytischenEigen-

schaftenderDiagonalelementederGreensfunktionaußerhalbdesBandes,wie siedurch

(3.8)gegebensind:

λ � 0 ��� Gt 	 λ � �l � �l 
 � 0 �
λ � 0 ��� Gt 	 λ � �l � �l 
:� 0 � (3.16)

Gt 	 � λ � �l � �l 
 ��� Gt 	 λ � �l � �l 
�� (3.17)

lim
λ g f 4f 0

Gt 	 λ � �l � �l 
7� � 4 ∞ (3.18)

lim
λ g f ∞

Gt 	 λ � �l � �l 
 � 0 � (3.19)
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

ÜberdemBandgilt entsprechend:

lim
λ g f 4

ℜGt f 	 λ � �l � �l 
 � 4 ∞ � (3.20)

lim
λ g f 0

ℜGt f 	 λ � �l � �l 
 � 4 1
4 � (3.21)

lim
λ g f 4

ℑGt � 	 λ � �l � �l 
 � 1
4 � (3.22)

lim
λ g f 0

ℑGt � 	 λ � �l � �l 
 � ∞ � (3.23)

Bewiesenwerden(3.16) bis (3.23) durch die EigenschaftendeselliptischenIntegrales

ersterArt ([Abr] [Byr]). Zusätzlichist Gt 	 λ � �l � �l 
 außerhalbdesSpektrumsvomHt streng

monotonfallend:
d

dλ
Gt 	 λ � �l � �l 
 � 0 (3.24)

denn

Gt 	 λ � �l � �l 
 � < �l � l λ � Ht m " 1 � �l ;
d

dλ
Gt 	 λ � �l � �l 
 � d

dλ < �l � l λ � Ht m " 1 � �l ;� � < �l � l λ � Ht m " 2 � �l ; � 0 �
3.1.2. Einfac h kubisc hes Gitter

Zum Vergleich mit dem zweidimensionalenModell sei hier kurz die Berechnungder

Greensfunktionfür dendreidimensionalenTight–Binding–Hamiltonianerwähnt.Weitere

Erläuterungenfindensichin [Eco].

Die Greensfunktionfür eineinfachkubischesGittermit derGitterkonstantena erhältman

durchEinsetzenvon (2.17)in (3.6). NachSubstitutionaki C ki ergibt sich:

Gt 	 λ � �l � �m
 � 1	 2π 
 3 π&" π

π&" π

π&" π

cos	9	 l1 � m1 
 k1 � 	 l2 � m2 
 k2 � 	 l3 � m3 
 k3 

λ � 2 	 cos	 k1 
 � cos	 k2 
 � cos	 k3 
9
 dk1dk2dk3 �

Für die Diagonalelementewird der Zählervon Gt 	 λ � �l � �l 
 zu 1. Die Integrationüberk2
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Abbildung3.3.: Die Greensfunktionfür dasdreidimensionaleTight–Binding–Modell(V b 1): Dargestellt
ist Gt ` λ ���l ���l a unterhalbderBandkantebei λ b�� 6. An derBandkantehatGt ` λ ���l ���l a einenendlichenWert
( � 0 ~ 25)

undk3 kanndannwie im zweidimensionalenFall sofortausgeführtwerden:

Gt 	 λ � �l � �l 
 � 1
2π2

π&
0

4
λ � 2cos	 k1 
 K R 4

λ � 2cos	 k1 
 S dk1 �
DiesessogenannteWatson–Integral mußnumerischberechnetwerden.Charakteristisch

für dreidimensionaleSystemeist dabei,daßGt andenBandkanteneinenendlichenWert

annimmt,denndasWatson–Integral divergiert nicht. Darausergibt sichmit (3.15),daß

dieZustandsdichteandenBandkantengleich0 ist.

3.2. Die Greensfunktion zum Azbel–Harper –Hamiltonian

In diesemAbschnittsoll dieGreensfunktionfür Elektronenim Quadratgitterbeiangeleg-

temMagnetfelduntersuchtwerden.Dabeiwerdenzwei Ansätzeverfolgt: Zunächstwird

dieResolventedesPeierls–Onsager–HamiltoniansHe berechnet.Sieist überdemganzen

Gitter definiert. Im Anschlußwird die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

Ha aufgestellt. Sie ist wegen des Landau–Ansatzes(2.25) und der Verwendungdes

Floquet–Theorems(2.29)auf eineKristallachseundeinemagnetischeBrillouinzonebe-

schränkt.In einemVergleichbeiderAnsätzewird gezeigt,daßsieüberdemDefinitions-

bereichvonHa identischeErgebnisseliefern.
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

Im Anschlußwird die Berechnungvon Ga, der Resolventenvon Ha soweit als möglich

analytischunddannnumerischdurchgeführt.Die Ergebnissewerdenjeweils eingehend

diskutiert.

3.2.1. Die Greensfunktion für den gesamten Kristall

Um die Greensfunktionfür Blochelektronenim Magnetfeldaufzustellen,gehenwir zu-

nächstvonGleichung(2.24)aus.DerbetrachteteKristall seiidealkubischundbestehein

x– undy–Richtungausjeweils N Atomen. Dementsprechendhatderzu (2.24)gehörige

Hamilton–OperatorHe
N N2 Eigenwerteεk � l mit k � l � 1 �9�9�9�n� N undEigenfunktionen1

N zk � l .
Dabeientsprichtzk � l denLösungenvon (2.24),diesemüssenauf die GrößedesKristalls

normiertwerden,sonstwürdedie Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Kristallelektronen

für sehrgroßeKristalledivergieren1.

DasElementder Greensfunktionzu denGitterplätzen�a � 	 m� n
 und �ae � 	 me � ne 
 wird

mit (3.1)berechnet:

Ge
N 	 λ � �a � �ae 
 � 	 λ � He

N 
 " 1� 1
N2

N

∑
k� 1

N

∑
l � 1

zk � l
m� nz̄k � l

mk � nk
λ � εk � l � (3.25)

Um dieBerechnungzuvereinfachenwerdendiezk � l
m� n aufdieLösungenderAzbel–Harper–

Gleichung(2.26)zurückgeführt.Wegen(2.25)gilt:

zk � l
m� n � eiν  k# ngl

m �
In einemendlichenKristall mit N Atomenin y–Richtungnimmtν nurdiediskretenWerte

ν � 2π
N

k mit k � 1 �W�9�9�+� N (3.26)

an.Deshalbgilt in diesemFall

zk � l
m� n � ei 2π

N kngl
m � (3.27)

1DieseNormierungentsprichtderVorgehensweisebei derBehandlungeinesTeilchensim Kasten.
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3.2. Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

EinsetzenderBedingungen(3.26)und(3.27)in (3.25)führt zu folgenderGleichung:

Ge
N 	 λ � �a � �ae 
 � 1

N2

N

∑
k � 1

N

∑
l � 1

ei 2π
N kngl

me" i 2π
N knk ḡl

mk
λ � εk � l� 1

N2

N

∑
k � 1

ei 2π
N k  n " nk # N

∑
l � 1

gl
mḡl

mk
λ � εk � l � (3.28)

Wegen(2.29)gilt:

gl
m � eiq  mdivq# µ  l # gl modq

mmodq �
DerOperatordiv bezeichnethierdieDivisionganzerZahlenohneRest,dasErgebnisvon

mdivq ist alsoderganzzahligeAnteil von m
q , mod ist derModulo–Operator, dasErgebnis

ist ResteinerDivision ganzerZahlen. Der Kristall ist endlich,deshalbnimmt µ nur die

diskretenWerte

µ � 2π
N

d mit d � 1 �9�W�9�W� Nq
an. Die Summeüberalle l in (3.28) läßt sichdamit durchzwei Summen,eineüberdie

d magnetischenBrillouinzonenund eineüberdie q verschiedenenEigenwertein jeder

magnetischenBrillouinzoneausdrücken:

Ge
N 	 λ � �a� �ae 
 � 1

N2

N

∑
k � 1

ei 2π
N k  n " nk # N

q

∑
l � 1

eiq  � m" mk # divq# 2π
N l

q

∑
j � 1

g j
mmodqḡ j

mk modq

λ � εk � l � j �
Im Grenzfall (N C ∞) — dieserkommtdenrealenBedingungensehrnahe— gehendie

Summenin Integraleüber:

Ge 	 λ � �a � �ae 
 � 1
4π2

2π&
0

2π&
0

ei  ν  n " nk # � qµ � m" mk # divq#�# q

∑
j � 1

g j
mq 	 µ � ν 
 ḡ j

mq k 	 µ � ν 

λ � ε j 	 µ � ν 
 dνdµ (3.29)

mit mq � mmodq.

3.2.2. Die Greensfunktion zum Azbel–Harper –Hamiltonian

Bei derHerleitungdesAzbel–Harper–HamiltonianswurdeneinigeVereinfachungenge-

macht: Mit Hilfe der Bloch–Phaseν und der Floquet–Phaseµ wurde der Hamilton–

Operatormit Rang∞ über dem zweidimensionalenGitter auf eineneindimensionalen
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

Operatorvom Rangq reduziert.Wie wirkensichdieseVereinfachungenauf die Greens-

funktionaus?

Die GreensfunktionGa 	 λ 
 zuHa ist für festesν0 undµ0:

Ga 	 λ � µ0 � ν0 
 � q

∑
k � 1

�ψk 	 µ0 � ν0 
 �ψ �k 	 µ0 � ν0 

λ � εk 	 µ0 � ν0 
 � (3.30)

Dabeihängenψk undεk von ν undµ ab. Die Wertevon ν undµ liegenfür einen„unend-

lich ausgedehnten”Kristall kontinuierlichim Intervall . � π � π 0 . AnalogzumVorgehenin

Abschnitt3.2.1ist deshalbüberallemöglichenWertevon µ undν zu integrieren:

Ga 	 λ 
 � 1
4π2

q

∑
k � 1

π&" π

π&" π

�ψk 	 µ� ν 
 �ψ �k 	 µ � ν 

λ � εk 	 µ � ν 
 dµdν � (3.31)

Ein ElementderGreensfunktionkanndamitdurch

Ga 	 λ � m� n
 � 1
4π2

q

∑
k� 1

π&" π

π&" π

gk
m 	 µ� ν 
 ḡk

n 	 µ � ν 

λ � εk 	 µ� ν 
 dµdν (3.32)

berechnetwerden.

Ein Vergleichmit derGreensfunktionfür dengesamtenKristall Ge (3.29)zeigt,daßdie

beidenOperatorenzumindestdanngleich sind, wenndie beidenGitterpunkte �a und �ae
auf der selbenKristallachsein x-Richtung(n � ne � 0) und in der selbenmagnetischen

Brillouinzone( 	 m � me 
 divq � 0) liegen.InsbesonderesinddieDiagonalelementegleich:

Ge 	 λ � �a � �a
 � Ga 	 λ � m� m
�� (3.33)

Wie beschrieben,wird Ha durcheine 	 q [ q
 -Matrix über \ dargestellt,ebenso	 λ � Ha
 .
DeshalbkanndieGreensfunktionGa zuHa auchdirektdurch(3.1)bestimmtwerden:

Ga 	 λ 
 � 	 λ � Ha
 " 1 �
Mit (3.30)werdendie ElementederInversenvon 	 λ � Ha
 berechnet.Die Elementeder

Inversenkönnenauchmit derCramerschenRegelberechnetwerden.Für festesν0 undµ0

ergibt sich:
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3.2. Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

Ga 	 λ � m� n� µ0 � ν0 
 � Am� n� 	 λ � Ha
 � (3.34)� Am� n
P 	 λ � µ0 � ν0 
 (3.35)

dabeiist Am� n die klassischeAdjunktezu 	 λ � Ha
 , alsodieDeterminantederMatrix, die

aus 	 λ � H 
 durchStreichender m-ten Zeile und der n-tenSpalteentsteht,multipliziert

mit 	 � 1
 l � m.

DerVergleichvon (3.30)und(3.35)ergibt:

q

∑
k � 1

gk
l ḡ

k
m

λ � εk
� Al �m

P 	 λ � µ � ν 
 � (3.36)

1
4π2

π&" π

π&" π

q

∑
k� 1

gk
l ḡ

k
m

λ � εk
dµdν � 1

4π2

π&" π

π&" π

Al �m
P 	 λ � µ� ν 
 dνdµ�

Füreinen„unendlichgroßen”Kristall hatGa demnachdie Form

Ga 	 λ � m� n
 � 1
4π2

π&" π

π&" π

Am� n� 	 λ � Ha
 � dνdµ� (3.37)

Eigensc haften von Ga

Zur genauerenBestimmungder Strukturvon Ga werdenzunächsteinigeEigenschaften

dieserspeziellenGreensfunktionuntersucht.Diesewerdenesermöglichen,die Diago-

nalelementeunddie ElementedererstenNebendiagonalenanalytischzuberechnen.

Die ElementederResolventenGa könnenentwedermit Hilfe derEigenvektorenvon Ha

(3.32)odermit Hilfe der AdjunktenAi � j (3.37)berechnetwerden. Im weiterenVerlauf

dieserArbeit wird vor allemdie Berechnungüberdie Adjunktenvon besondererBedeu-

tungsein.FürsiegeltenfolgendeEigenschaften:

SeiM � 	 λ � Ha
 , die Elementevon M seienai � j , danngilt

d
�
M
�

dai � j � d
dai � j q

∑
i � 1

ai � jAi � j � Ai � j (3.38)
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undanalog:
d
�
M
�

dci
��� Ai � i � (3.39)

mit denci � 2cos	 2πiα � ν 
 wie in (2.30)definiert.Zusätzlichgilt:

d
�
M
�

dλ
� q

∑
i � 1

q

∑
j � 1

d
�
M
�

dai � j dai � j
dλ� q

∑
i � 1

d
�
M
�

dai � i dai � j
dλ� q

∑
i � 1

Ai � i �
d
�
M
�

dλ
� dP 	 λ 


dλ
� q

∑
i � 1

Ai � i � (3.40)

Vonhieranwird in diesemAbschnittdereinfacherenDarstellunghalberG � Ga gesetzt.

Zudemwird 	 Ha � λ 
 anstellevon 	 λ � Ha
 betrachtet,einfachumwenigerVorzeichenin

denMatrizenschreibenzumüssen.Für dieDeterminantengilt dann�
λ � Ha � � 	 � 1
 q �Ha � λ

� � (3.41)

Die Adjunktensindentsprechendmit 	 � 1
 q " 1 zumultiplizieren.

Die Matrix 	 Ha � λ 
 ist für λ 1�� hermitesch. Die HermiteschenMatrizen mit nicht

verschwindenderDeterminantebilden eine Gruppebezüglichder Multiplikation. Die

Determinantevon 	 Ha � λ 
 verschwindetnicht,wennλ kein Eigenwertvon Ha ist. Also

mußauchdie Inversevon 	 Ha � λ 
 hermiteschsein.Insbesondereist

G 	 λ 
 � ḠT 	 λ 
�� (3.42)

Im Folgendensoll gezeigtwerden,daßdie ElementejederDiagonalen(Hauptdiagonale

und alle Nebendiagonalen)der GreensfunktionG zu Ha jeweils gleich sind. Dazu ist

zunächstzu untersuchen,wie sichein zyklischesVertauschenderci in Ha auf die Deter-

minantevon 	 Ha � λ 
 undaufdie AdjunktenAi � j auswirkt.

DieseUntersuchungwird hier für die Determinanteundfür die 	 Ha � λ 
 explizit durch-

geführt.Die BetrachtungderAdjunktenverläuftprinzipiell ähnlich,sieist im AnhangA

dargestellt.
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Seiν e � ν � 2πα. Dannist für i � 2 �9�9�9�+� q � 1

cei : � ci 	 ν e 
� 2cos	 2παi � ν e 
� 2cos	 2παi � ν � 2πα 
� 2cos	 2πα 	 i � 1
 � ν 
� ci � 1 �
ce1 � cq �

Die Substitutionν e � ν � 2πα entsprichtalsoeinemzyklischenVertauschenderci .

Zur besserenÜbersichtdefinierenwir ferner

e : � eiqµ

bi : � ci � λ

bei : � cei � λ � ci � 1 � λ � bi � 1

H � KLLLLLLLLLLM
c1 1 0 $W$9$ e

1 c2
. . . 0

0
... ... .. .

...
...

. . . . . . 1 0

0 1 cq " 1 1

ē 0 $9$9$ 0 1 cq

NPOOOOOOOOOOQ

H e : � H 	 ν e 
 � KLLLLLLLLLLM
ce1 1 0 $9$W$ e

1 ce2 . . . 0

0
... ... ...

...
...

. . . . .. 1 0

0 1 ceq " 1 1

ē 0 $W$9$ 0 1 ceq
N OOOOOOOOOOQ � KLLLLLLLLLLM

c2 1 0 $9$W$ e

1 c3
. . . 0

0
... ... .. .

...
...

. . . . . . 1 0

0 1 cq 1

ē 0 $W$9$ 0 1 c1

N OOOOOOOOOOQ
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Behauptung: �
H � λ

� � ddH eP� λ dd (3.43)

Beweis:	 H � λ 
 und 	 H e � λ 
 habeneinegemeinsameSubmatrixder Größe 	 q � 1
 [ 	 q � 1
 .
Diesewird im Folgendenals

X : � KLLLLLLLM
b2 1 0 $9$9$ 0

1
... ... 0

0
... ... .. .

...
...

. . . 1 1

0 $9$9$ 0 1 bq

N OOOOOOOQ
bezeichnet.	 H � λ 
 und 	 H e � λ 
 habendanndie Gestalt:

	 H � λ 
 � KLLLLLLLLLM
b1 1 0 $9$9$ 0 e

1

0
... X

0

ē

NPOOOOOOOOOQ 	 H eP� λ 
 � KLLLLLLLLLM
e

0

X
...

0

1

ē 0 $W$9$ 0 1 b1

NPOOOOOOOOOQ
Führenwir nunfolgendeBezeichnungein:

Xi � X � i-teZeile gestrichen

Xj � X � j-teSpaltegestrichen
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Danngilt für die Determinante
�
H � λ

�
bei einerEntwicklungnachdererstenZeile:

�
H � λ

� � b1
�
X
� � ddddddddddddd

1

0
... X1

0

ē

ddddddddddddd� �P� �
nach1. Spalteentwickeln

� 	 � 1
 q� 1e

ddddddddddddd
1

0
... Xq " 1

0

ē

ddddddddddddd� �P� �
nach1. Spalteentwickeln�

H � λ
� � b1

�
X
� � �

X1
1
� � 	 � 1
 qē

�
Xq " 1

1

� � 	 � 1
 q� 1e
�
X1

q " 1
� � 	 � 1
 q� 1e	 � 1
 qē

�
Xq " 1

q " 1

�� b1
�
X
� � �

X1
1
� � 	 � 1
 q� 1 	 ē �Xq " 1

1

� � e
�
X1

q " 1
� 
 � eē

�
Xq " 1

q " 1

�
Nun ist eē � 1 und

�
X1

q " 1

� � �
Xq " 1

1

� � 1, dennX1
q " 1 ist eineuntereDreiecksmatrixderen

Diagonalelementealle gleich 1 sind, Xq " 1
1 eineobereDreiecksmatrixmit der gleichen

Eigenschaft.Esfolgt�
H � λ

� � b1
�
X
� � �X1

1
� � �

Xq " 1
q " 1

� � 	 � 1
 q " 1 	 e � ē
��
FürdieBerechnungvon

�
H e � λ

�
gehenwir analogvor: Wir entwickeln 	 H e � λ 
 zunächst

nachderletztenSpalte:

�
H e�� λ

� � b1
�
X
� � ddddddddddddddd

Xq " 1

ē 0 $9$9$ 0 1

ddddddddddddddd� �P� �
nachletzterZeile entwickeln

� 	 � 1
 q� 1e

ddddddddddddddd
X1

ē 0 $9$9$ 0 1

ddddddddddddddd� �P� �
nachletzterZeile entwickeln�

H eP� λ
� � b1

�
X
� � 	 � 1
 qē�Xq " 1

1

� � 	 � 1
 2q �Xq " 1
q " 1

�� 	 � 1
 q� 1 	 � 1
 qeē
�
X1

1
� � 	 � 1
 q� 1 	 � 1
 2qe

�
X1

q " 1
�� b1

�
X
� � �X1

1
� � �Xq " 1

q " 1

� � 	 � 1
 q� 1 	 e � ē
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

Deshalbgilt: �
H 	 ν 
 � λ

� � �
H e 	 ν 
 � λ

� � �
H 	 ν e 
 � λ

� �
Womit dieBehauptungbewiesenist.

DasHofstadterscheSpurpolynomist also invariantgegenübereinerzyklischenVertau-

schungderci . Darausfolgt u.a.,daßdieEigenwertevonHa unabhängigvomOrt sind.

Wie in AnhangA explizit gezeigtwird, gilt fernerfür alle i � j 	 1 B i � q � 1 B j � q

Ai � j 	 ν 
 � Aei " 1 � j " 1 	 ν 
 � Ai " 1 � j " 1 	 ν e 
�� (3.44)

Die zyklischeVertauschungderci entsprichtalsoeiner„Verschiebung” derAdjunkten.

Die AdjunkteAi � j ist periodischin ν mit der Periode2π, dennHa 	 ν 
 � Ha 	 ν e 
 für ν e �
ν � 2π. DasHofstadterscheSpurpolynomP 	 λ 
 � 2cos	 qν 
 � 2cos	 qµ
 ist offensichtlich

periodischin ν mit derPeriode2π A q. Deshalbist auch

G 	 λ � i � j � µ � ν 
 � Ai � j 	 µ � ν 

P 	 λ 
 � 2cos	 qν 
 � 2cos	 qµ


periodischin ν mit derPeriode2π.

DasIntegral übereinePeriodeeinerperiodischenFunktionist unabhängigvon denInte-

grationsgrenzen: & π" π
G 	 λ � i � j � ν � µ
 dν � & π " a" π " a

G 	 λ � i � j � ν � µ
 dν �
Deshalbgilt:

G 	 λ � i � j 
 � & π" π
& π" π

Ai � j 	 ν 

P 	 λ 
 � 2cos	 qν 
 � 2cos	 qµ
 dνdµ� & π" π

& π � 2πα" π � 2πα

Ai " 1 � j " 1 	 ν e 

P 	 λ 
 � 2cos	 qν e 
 � 2cos	 qµ
 dν e dµ� & π" π

& π" π

Ai " 1 � j " 1 	 ν e 

P 	 λ 
 � 2cos	 qν e 
 � 2cos	 qµ
 dν e dµ� G 	 λ � i � 1 � j � 1
��

WennnunjedesElementeinerDiagonalederGreensfunktiongleichdemnächsten(bzw.
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3.2. Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

vorhergehenden)aufdieserDiagonaleist,müssenalleElementein einerDiagonalegleich

sein.

NachdenGleichungen(A.6) und (A.8) hat der Imaginärteilder Greensfunktionimmer

dieForm

ℑ 	 G 	 λ � i � j 
9
 � & π" π
& π" π

4 sin	 qµ
 f 	 λ � i � j � ν 

P 	 λ 
 � 2cos	 qν 
 � 2cos	 qµ
 dνdµ�

Dabeiist f die DeterminanteeinerMatrix, die µ nicht enthält.Der IntegranddesImagi-

närteilsist alsoderQuotienteinerin µ ungeradenundeinerin µ geradenFunktion. Der

QuotienteinerungeradenundeinergeradenFunktionist selbstwiederungerade.DasIn-

tegral übereinePeriode(oderdasganzzahligeVielfacheeinerPeriode)einerungeraden

Funktionergibt immer0, deshalbgilt:

ℑ 	 G 	 λ � i � j 
W
 � 0 � (3.45)

Mit derHermitizitätvonHa (3.42)folgt:

G 	 λ � i � j 
 � G 	 λ � j � i 
�� (3.46)

Die GreensfunktionGa 	 λ 
 zumAzbel–HarperHamiltonianHa hatalsofür alleλ 1�� , die

keineEigenwertevonHa sind,folgendeEigenschaften:

1. Die ElementederGreensfunktionGa 	 λ � i � j 
 sindfür alle i � j reell (3.45).

2. Ga ist symmetrisch(3.46).

3. Die DiagonalelementevonGa sindidentisch:

Ga 	 λ � l � l 
 � Ga 	 λ � m� m
 	 1 B l � m B q
J� (3.47)

4. Die Elementejeder j -tenNebendiagonalesinduntereinandergleich:

G 	 λ � l � l � j 
 � G 	 λ � m� m � j 
 	 1 B l B m B q
�� (3.48)

Um Ga vollständiganzugeben,genügtdie Kenntnisvon maximalq Elementenvon Ga.

DieseAussagegilt nur für die verwendeteLandau-EichungdesVektorpotentialsundfür

dasauf eineDimensionundeinemagnetischeBrillouinzonereduzierteSystem.
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

3.2.3. Berec hnung der Diagonalelemente

Im vorangegangenenAbschnittwurdeneineReihevon Eigenschaftender Resolventen

von Ha hergeleitet. Mit (3.37)und (3.47) lassensich die Diagonalelementevon Ga 	 λ 

berechnen:

Ga 	 λ � l � l 
 � 1
4π2

π&" π

π&" π

Al � l�
M
� dνdµ� 1

4π2

1
q

q

∑
j � 1

π&" π

π&" π

A j � j�
M
� dνdµ� 1

4π2

1
q

π&" π

π&" π

∑q
j � 1A j � j�
M
� dνdµ� 1

4π2

1
q

π&" π

π&" π

dP
dλ�
M
� dνdµ� 1

4π2

1
q

dP
dλ

π&" π

π&" π

1
P 	 λ 
 � 2cos	 qµ
 � 2cos	 qν 
 dνdµ� (3.49)

DieLösungdiesesIntegralsistbekannt:Sietritt auchbeiderBerechnungderGreensfunk-

tion Gt für ein Teilchenim periodischenPotentialohneMagnetfeldauf (sieheAbschnitt

3.1),

Gt 	 λ � l � l 
 � 1
4π2

π&" π

π&" π

1
λ � 2cos	 φ1 
 � 2cos	 φ2 
 dφ1dφ2� 2

πλ
K R 4

λ
S �

mit demelliptischenIntegral ersterArt nach[Byr]. Ersetztmanλ duchP 	 λ 
 , so erhält

mandie LösungdesIntegrals(3.49). Die DiagonalelementederGreensfunktionwerden

zu

Ga 	 λ � l � l 
 � 2
πq

1
P 	 λ 
 dP 	 λ 


dλ
K R 4

P 	 λ 
 S � (3.50)

für alle λ außerhalbdesSpektrumsvonHa.

DasSpektrumvonHa ist mit (3.50)sofortbestimmt:DaselliptischeIntegralersterArt ist
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3.2. Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

nur für Argumente,diekleinerodergleich1 sind,definiert.Deshalbsindalle ε, für die

P 	 ε 
 B 4

gilt, EigenwertevonHa. Diesdecktsichmit (2.36).

Liegt λ im Spektrumvon Ha, so ist Ga nicht definiert. Man betrachtetstattdessendie

Grenzwerte

Gaf 	 ε 
 � lim
sg f 0

Ga 	 ε � is
��
Diesewerdenwie im Fall ohneMagnetfeldausderanalytischenFortsetzungdesellipti-

schenIntegralsüberderkomplexenEbeneberechnet[Mor][Byr]. Damit erhältmanfür

Gaf 	 ε 
 überdemSpektrumvon Ha:

ℜGaf 	 ε � l � l 
 � � 1
2π

1
q

dP 	 ε 

dε

K R P 	 ε 

4

S � � 4 � P 	 ε 
 � 0 � (3.51)

ℜGaf 	 ε � l � l 
 � 1
2π

1
q

dP 	 ε 

dε

K R P 	 ε 

4

S � 0 � P 	 ε 
 � � 4 � (3.52)

ℑGaf 	 ε � l � l 
 � h 1
2π

1
q

dP 	 ε 

dε

K R 1
4

q
1 � P 	 ε 
 2 S � � 4 � P 	 ε 
 � 4 � (3.53)

Die Abbildungen3.4 bis 3.6 zeigenReal–und ImaginärteilderGreensfunktionfür ver-

schiedeneWertevon α.

Die ZustandsdichteläßtsichausdemImaginärteilderGreensfunktionberechnen:

ρ 	 ε 
 � h 1
π

ℑGaf 	 ε � l � l 
� 1
2π2

1
q

dP 	 ε 

dε

K R 1
4

q
1 � P 	 ε 
 2 S� 1

2π2

1
q

dP 	 ε 

dε

K e/R �P 	 ε 
 �
4

S
siehe[Byr]. Diese ist identischmit der bereitsbekanntenZustandsdichteaus [Wa1]

(2.37).

PhysikalischinteressantandieserRechnungist die Tatsache,daßdie Diagonalelemente

derGreensfunktiondesSystemsohneMagnetfelddiegleichemathematischeStrukturha-

benwie diejenigenderResolventendesSystemsmit Magnetfeld.Die Diagonalelemente

43



3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

Re
Im

ε

G

-1
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-4 -2 0 2 4
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Abbildung3.4.:Real–undImaginärteil(ℑGa } ` ε � l � l a ) einesDiagonalelementsderGreensfunktionzu α b
1
2.

Re
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G

ε
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-4 -2 0 2 4
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Abbildung3.5.:Real–undImaginärteil(ℑGa } ` ε � l � l a ) einesDiagonalelementsderGreensfunktionzu α b
1
3.
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3.2. Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

Re
Im

G

ε

0

5

10

-4 -2 0 2 4

-5

-10

Abbildung 3.6.: Beispiel für einekomplexereUnterbandstruktur:Real–und Imaginärteil(ℑGa } ` ε � l � l a )
einesDiagonalelementsderGreensfunktionzu α b 3

8.

derGreensfunktionbeiderModelle,obbeiangelegtemMagnetfeldoderohne,könnenals

G 	 λ � �l � �l 
 � 2
πq

1
P  λ # dP  λ #

dλ K D 4
P  λ # F für

�
P 	 λ 
 � � 4 �

ℜG f 	 ε � �l � �l 
 � P  ε #�
P  ε # � 1

2π
1
q

dP  ε #
dε K D P  ε #

4 F für � 4 � P 	 ε 
 � 4 �
ℑG f 	 ε � �l � �l 
 � h 1

2π
1
q

dP  ε #
dε K e D �P  ε # �4 F für � 4 � P 	 ε 
 � 4 � (3.54)

dargestelltwerden.Im Fall ohneMagnetfeldist

P 	 λ 
 � λ �
und �l bezeichneteinenPlatzauf demGitter in zwei Dimensionen.Bei angelegtemMa-

gnetfeldbezeichnet�l einenOrt aufderx–Achse.

Esgilt alsodie Äquivalenz

Gt 	 λ � �l � �l 
 � Ga 	 λ � �l � �l 
 α � 0 � (3.55)
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

Andersbetrachtetwird dasAnlegeneinesMagnetfeldesdurchdie Transformation

p̂ C p̂ � e �A
mit demÜbergang

λ C P 	 λ 

in derGreensfunktionbeschrieben.

Die DiagonalelementederGreensfunktion„leben” alsonachAnlegendesMagnetfeldes

aufdemPolynomP 	 λ 
 stattauf λ.

Die Äquivalenz(3.55) läßtsichauchnochvon eineranderenSeitebetrachten:Die Dia-

gonalelementevonGa lassensichausderZustandsdichteberechnen:

Ga 	 λ � l � l 
 � ∞&" ∞

ρ 	 ε 

λ � ε

dε� q

∑
i � 1

oi&
ui

ρi 	 ε 

λ � ε

dε �
Dabeisindui undoi dieUnter– bzw. Oberkantedesi–tenmagnetischenUnterbandesund

ρi 	 ε 
 dieZustandsdichtediesesBandes.Die DiagonalelementederGreensfunktionzuHa

entsprechenalsoderSummeüberdie DiagonalelementederGreensfunktionenzu denq

magnetischenUnterbändern,wennmansiealsisoliertbetrachtet.

Die ZustandsdichteeinesmagnetischenUnterbandesunterscheidetsichnur in zweiPunk-

ten von der einesTight–Binding–Bandes:Zum einenist sie nicht mehr symmetrisch,

denndieDispersionsrelationε 	 �k 
 im Unterbandist nichtmehrproportionalzucos	 k1x
 �
cos	 k2y
 . Zum anderenist dasIntegral überdie Zustandsdichtenicht mehr1, sondern1

q.

Bildlich ausgedrücktbestehtdie Greensfunktionzu Ha auseinerSummevon q Greens-

funktionenzu „verzerrten”Tight–Binding–Bändern.

Mit dieserErkenntnisläßt sich eineNäherungder GreensfunktionGa 	 λ � l � l 
 für Werte

von α mit großemNennerq machen.Für großeq sind die magnetischenUnterbänder

sehrschmal,bei Wertenvon q � 100 ist die Breiteder meistenUnterbänderkleiner als

10" 16 alsonahandernumerischenRechengenauigkeit. Die Zustandsdichteüberdiesen

„unendlich” schmalenmagnetischenUnterbändernhat im wesentlichendie Gestalteines

Peaks.Zum Integral überdie Zustandsdichteträgt lediglich die Van–Hove–Singularität
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3.2. Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

bei. Deshalbkannρi 	 ε 
 für großeq bei sehrschmalenUnterbänderngut durcheineδ–

Funktiongenähertwerden.Als ApproximationderResolventenvonHa ergibt sichdaraus

Ga 	 λ � l � l 
 � q

∑
i � 1

oi&
ui

ρi 	 ε 

λ � ε

dε� q

∑
i � 1

oi&
ui

1
qδ 	 ε � λ 


λ � ε
dε� 1

q

q

∑
i � 1

1
λ � ε � (3.56)

DieseNäherungist sinnvoll, dennfür großeWertevon q wird die BerechnungdesHof-

stadterschenSpurpolynomsbesondersin denBandlückensehraufwendigundnumerisch

ungenau,daP sehrgroßeWerteannehmenkann.

Eigensc haften der Diagonalelemente

FürdiespäterenBetrachtungensinddieanalytischenEigenschaftenderDiagonalelemen-

te der GreensfunktiondesAzbel–Harper–Hamiltoniansvon Bedeutung. Deshalbwird

hier ein ÜberblicküberdieseEigenschaftengegeben.Zum Teil ergebensiesichausder

obengenanntenÄquivalenz(3.55),siesollenhierderVollständigkeit halberdennochan-

geführtwerden.� Die DiagonalelementederGreensfunktionsindungeradeFunktionenin λ:

Ga 	 � λ � �l � �l 
 ��� Ga 	 λ � �l � �l 
�� (3.57)

dennwegen

P 	 � λ 
 � = P 	 λ 
 qgerade� P 	 λ 
 qungerade

dP 	 � λ 

dλ

� = � dP  λ #
dλ qgerade� dP  λ #
dλ qungerade

K R 4
P 	 � λ 
 S � K R 4

P 	 λ 
 S
47



3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

ist Ga immereinProduktauseinerungeradenundzweigeradenFunktionen.� Der Imaginärteilvon Ga 	 ε � �l � �l 
 übereinemBand hat an der Bandkanteεk einen

endlichenGrenzwert,falls dP  ε � εk #
dε -� 0. Denn

lim
ε g εk

ℑGaf 	 ε � �l � �l 
 � h lim
ε g εk

1
2πq

dP 	 ε 

dε

K e/R P 	 ε 

4

S� h 2
2πq

dP 	 ε � εk 

dε

lim
P  ε # g 4

K R P 	 ε 

4

S
also

lim
ε g εk

ℑGaf 	 ε � �l � �l 
 �ih 1
2q

dP 	 ε � εk 

dε � (3.58)

Die Ableitung dP  ε � εk #
dε verschwindetan der Bandkantenur für entarteteBänder,

deshalbgilt (3.58)für allenichtentartetenUnterbänder.� Zum ZentrumdesBandesmit P 	 ε 
 � 0 hin divergiert derImaginärteilderGreens-

funktion:

lim
P  ε # g 0

ℑGaf 	 ε � �l � �l 
 �ih lim
P  ε # g 0

1
2π

1
q

dP 	 ε 

dε

K e�R �P 	 ε 
 �
4

S �ih ∞ (3.59)

dennK e 	 x
 divergiert für x C 0.� ℜGaf 	 ε � �l � �l 
 hatim ZentrumdesBandesP 	 εz
 � 0 einenendlichenGrenzwert:

lim
ε g εz

ℜGaf 	 ε � �l � �l 
 � 4 lim
P  ε # g 0

1
2πq

dP 	 ε 

dε

K R P 	 ε 

4

S� 4 1
4q

dP 	 ε � εz

dε

(3.60)� Der RealteilderDiagonalelementederGreensfunktiondivergiert andenBandkan-

tenεk. AußerhalbeinesBandesgilt:

lim
λ g εk

Ga 	 λ � �l � �l 
 � lim
λ g εk

2
πq

1
P 	 λ 
 dP 	 λ 


dλ
K R 4

P 	 λ 
 S� 2
πq

14 4
dP 	 λ � εk 


dλ
lim

P  λ # g 4
K R 4

P 	 λ 
 S� 4 ∞ � (3.61)
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3.2. Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

InnerhalbeinesBandesgilt für dP  ε � εk #
dε -� 0 (d.h. endlicheBandlücke jenseitsder

Bandkante):

lim
ε g εk

ℜGaf 	 ε � �l � �l 
 � lim
ε g εk

1
2πq

dP 	 ε 

dε

K R P 	 ε 

4

S� 1
2πq

dP 	 ε � εk 

dε

lim
P  ε # g 4

K R P 	 ε 

4

S� 4 ∞ �
DieseEigenschaftläßt sich auchmit demendlichenGrenzwertdesImaginärteils

vonGa 	 ε � �l � �l 
 anderBandkanteerklären(3.15).� SindzweiBänderentartet,sogilt zwischendenBänderndP  ε � εk #
dε � 0 unddamit:

lim
ε g εk

ℜGa 	 ε � �l � �l 
 � 0 (3.62)

bzw.

lim
ε g εk

ℑGa 	 ε � �l � �l 
 � 0 � (3.63)� Für
�
λ
� C ∞ verschwindendie DiagonalelementederGreensfunktion:

lim
λ g ∞

Ga 	 λ � �l � �l 
 � 0 (3.64)

und

lim
λ g " ∞

Ga 	 λ � �l � �l 
 � 0 � (3.65)� Für isolierteBänderist Ga 	 λ � �l � �l 
 unterhalbderunterenBandkanteimmernegativ.

Denngemäß(2.36)gilt: �
P 	 λ 
 � B 4 �

UnterhalbeinerBandkantegilt alsoentweder

P 	 λ 
 � � 4 und
dP 	 λ 


dλ � 0

oder

P 	 λ 
:� 4 und
dP 	 λ 


dλ
� 0 �
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

DasProduktP 	 λ 
 dP  λ #
dλ ist damit immernegativ. K D 4

P  " λ # F ist immerpositiv. Die

Diagonalelementeder GreensfunktionGa 	 λ � �l � �l 
 sind unterhalbeinesBandesim-

mernegativ.� Für isolierteBänderist Ga 	 λ � �l � �l 
 oberhalbder oberenBandkanteimmer positiv.

DennoberhalbeinerBandkantegilt entweder

P 	 λ 
 � � 4 und
dP 	 λ 


dλ
� 0

oder

P 	 λ 
�� 4 und
dP 	 λ 


dλ � 0 �
DasProduktP 	 λ 
 dP  λ #

dλ ist deshalbimmer positiv. Mit K D 4
P  " λ # F � 0 folgt, daß

die DiagonalelementederGreensfunktionGa 	 λ � �l � �l 
 oberhalbeinesBandesimmer

positiv sind.� AußerhalbdesSpektrumsvonHa ist Ga 	 λ � �l � �l 
 strengmonotonfallend,denn

Ga 	 λ � �l � �l 
 � < �l � 	 λ � Ha
 " 1 � �l ; �
d
dλ

Ga 	 λ � �l � �l 
 � d
dλ < �l � 	 λ � Ha
 " 1 � �l ;� � < �l � 	 λ � Ha
 " 2 � �l ; � 0 � (3.66)

3.2.4. Die Nebendia gonalelemente

Wie im vorangehendenAbschnittgezeigt,könnendieDiagonalelementederGreensfunk-

tion desAzbel–Harper–Hamiltoniansin Abhängigkeit vom HofstadterschenSpurpoly-

nom analytischausgedrücktwerden(Gleichungen(3.50) bis (3.53)). Die Diagonalele-

mentederResolventenzumTight–Binding–Modellergebensichim Grenzfall verschwin-

dendenMagnetfelds(3.54).

Für die weiterenAbschnittesindzusätzlichzu denDiagonalelementenauchdie Neben-

diagonalelementeder GreensfunktiondesAzbel–Harper–Hamiltoniansvon Bedeutung.

IhreBerechnungsoll im folgendenerläutertwerden.

Die GreensfunktionGa 	 λ 
 (für festeν � µ) ist definiertdurch:	 λ � Ha
 Ga 	 λ � µ � ν 
 � 1 �
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3.2. Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

Darausfolgt für die AdjunktenAi � j von 	 λ � Ha

1

P 	 λ � µ � ν 
 D Ai � 1 � j � Ai " 1 � j � 	 λ � ci 
 Ai � j F ��� δi � j (3.67)

mit

P 	 λ � µ � ν 
 � P 	 λ 
 � 2cos	 qν 
 � 2cos	 qµ
��
Ebensogilt natürlich

Ga 	 λ � ν � µ
 	 λ � Ha
 � 1

unddamit
1

P 	 λ � µ � ν 
 D Ai � j � 1 � Ai � j " 1 � 	 λ � c j 
 Ai � j F ��� δi � j � (3.68)

Also

1
P 	 λ � µ � ν 
 D Ai � j � 1 � Ai � j " 1 � Ai � 1 � j � Ai " 1 � j F � 	 2λ � ci � c j 
 Ai � j

P 	 λ � µ� ν 
 � 2δi � j �
NachIntegrationergibt sich

Ga 	 λ � i � 1 � j 
 � Ga 	 λ � i � 1 � j 
 � Ga 	 λ � i � j � 1
 � Ga 	 λ � i � j � 1
� 1
4π2

π&" π

π&" π
	 2λ � ci � c j 
 Ai � j

P 	 λ � µ� ν 
 dνdµ � 2δi � j � (3.69)

WennmandasIntegral

π&" π

π&" π

ci
Ai � j

P 	 λ � µ � ν 
 dνdµ (3.70)

für alle i � j lösenkönnte,wäredamit eineRekursionfür die Elementeder Greensfunk-

tion analogzur rekursiven Berechnungder Elementevon Gt 	 λ 
 (sieheAbschnitt3.1.1)

gegeben.Leider ist (3.70)nicht allgemeinlösbar. Ebensoist esauchnicht für alle i � j
möglich,die RekursiondesModellsohneMagnetfeldauf dasAzbel–Harper–Modell zu

übertragen.Lediglich die Elementeder erstenNebendiagonalevon Ga 	 λ 
 könnenaus

denDiagonalelementenberechnetwerden,wie im nächstenAbschnittgezeigtwird.
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter

Erste Nebendia gonale

Um ein Elementder erstenNebendiagonalevon Ga 	 λ 
 zu berechnen,nutzt man die

GleichheitderElementein einerDiagonalen(3.48)unddie Symmetrievon Ga 	 λ 
 (3.46)

aus.Die linkeSeitevon (3.69)wird damitzu

Ga 	 λ � i � 1 � i 
 � Ga 	 λ � i � 1 � i 
 � Ga 	 λ � i � i � 1
 � Ga 	 λ � i � i � 1
 � 4Ga 	 λ � i � i � 1
��
In (3.69)eingesetztergibt sich

Ga 	 λ � i � i � 1
 � 1
2
D 1
4π2

π&" π

π&" π
	 λ � ci 
 Ai � i

P 	 λ � µ � ν 
 dνdµ � 1F �
DiesesIntegral ist lösbar, dennesgilt

λGa 	 λ � i � i 
 � 1 � λ
1

4π2

π&" π

π&" π

Ai � i
P 	 λ � µ � ν 
 dνdµ � 1� 1

4π2

π&" π

π&" π

λAi � i � P 	 λ � µ � ν 

P 	 λ � µ� ν 
 dνdµ � (3.71)

Fürq � 3 findetmandieBeziehung

1
q

q

∑
i � 1

λAi � i � P 	 λ � µ � ν 
 � 2 	 λ � ci 
 Ai � i� 1
q

q

∑
i � 1

λAi � i � 2 	 λ � ci 
 Ai � i � 	 λ � ci 
 Ai � i � Ai � i " 1 � Ai � i � 1� 1
q

q

∑
i � 1

ciAi � i � Ai � i " 1 � Ai � i � 1� 2cos	 qν 
 � 2cos	 qµ
�� (3.72)

Die letzte Identitätkonnteich nicht beweisen,sie hielt jedochsämtlichenanalytischen

undnumerischenÜberprüfungenstand2.

2Überprüftwurdeanalytischmit demProgrammMaple für alle α bis q b 9, sowie numerischmit Stich-
probenbisq b 100.
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3.2. Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

AnalogzumBeweisderGleichheitderDiagonalelemente(3.47)läßtsichzeigen,daß

1
4π2

π&" π

π&" π

2 	 λ � ci 
 Ai � i
P 	 λ � µ � ν 
 dνdµ � 1

4π2

π&" π

π&" π

2 	 λ � ci � 1 
 Ai � 1 � i � 1

P 	 λ � µ � ν 
 dνdµ

gilt.

Mit (3.72)und(3.71)folgt:

1
4π2

π&" π

π&" π

2 	 λ � ci 
 Ai � i
P 	 λ � µ� ν 
 dνdµ� 1

q

q

∑
i � 1

1
4π2

π&" π

π&" π

2 	 λ � ci 
 Ai � i
P 	 λ � µ � ν 
 dνdµ� 1

q
1

4π2

π&" π

π&" π

∑q
i � 12 	 λ � ci 
 Ai � i

P 	 λ � µ� ν 
 dνdµ� 1
q

1
4π2

π&" π

π&" π

∑q
i � 1λAi � i � P 	 λ � µ � ν 
 � 2cos	 qν 
 � 2cos	 qµ


P 	 λ � µ � ν 
 dνdµ� 1
q

q

∑
i � 1

1
4π2

π&" π

π&" π

λAi � i � P 	 λ � µ � ν 

P 	 λ � µ� ν 
 dνdµ� 1

4π2

π&" π

π&" π

2cos	 qν 

P 	 λ � µ� ν 
 dνdµ � 1

4π2

π&" π

π&" π

2cos	 qµ

P 	 λ � µ � ν 
 dνdµ� λGa 	 λ � i � i 
 � 1 �

Die ElementedererstenNebendiagonalevonGa 	 λ 
 ergebensichdamitzu

Ga 	 λ � i � i � 1
 � 1
4 	 λGa 	 λ � i � i 
 � 1
^� (3.73)

Dies entsprichtder Berechnungder ElementeGt 	 λ � �l � �l � 	 1 � 0
9
 (3.10). Gt ist auf dem

Gitter definiert, Ga dagegen nur auf der x–Achse. Das 	 �l � �l � 	 1 � 0
9
 –Elementvon Gt

entsprichtalsodem 	 i � i � 1
 –Elementvon Ga. Die Äquivalenz(3.55)läßtsichalsoauch

auf die ElementedererstenNebendiagonaleanwenden.In Abbildung3.7wird die erste

Nebendiagonaleder Resolventenfür α � 1
3 dargestellt: An denBandkantendivergiert
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter
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Abbildung3.7.: Die ersteNebendiagonalederGreensfunktionzu α b 1
3 nach(3.73).

Ga 	 λ � l � l � 1
 wie Ga 	 λ � l � l 
 . Nach (3.73) wird die ersteNebendiagonaleals Produkt

zweierungeraderFunktionengebildet,deshalbist siesymmetrischzu λ � 0.

Im Tight–Binding–Modellkönnendie Elementeder Greensfunktionrekursiv berechnet

werden,wie in Abschnitt3.1.1ansatzweisedargestelltund in [Mor] detailliertbeschrie-

ben.Dasist,wie obenbeschrieben,für dieElementevonGa leidernichtmöglich,deshalb

müssendieweiterenNebendiagonalelementenumerischberechnetwerden.

Weitere Nebendia gonalelemente

Die ElementeGa 	 λ � i � j 
 mit j � i � 1 werdennumerischbestimmt. Dabei kann man

entwederdie Eigenvektorenvon Ha berechnenunddiesedannin (3.32)einzetzen,oder	 λ � Ha
 invertierenund (3.37) anwenden.In der Praxiserwiessich die zweiteMög-

lichkeit alswesentlichschneller, dennzumeinensinddie Routinenzur Berechnungder

Inverseneffizienteralsdie zur Berechnungder Eigenwerte,zumanderenfällt die Sum-

mationunterdemIntegralweg, waszusätzlicheLaufzeitvorteilebringt.

Die Integrationerwiessichals relativ schwierig: In der Mitte der Unterbandlücken rei-

cheneinfacheVerfahren,wie z.B. derGauß–LegendreAlgorithmusleicht aus.Naheden
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3.2. Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–Hamiltonian

Bandkantenaberentwickelt derIntegrandscharfePeaks,diewesentlichzumIntegralbei-

tragen. Bei vielen „höherwertigen”Algorithmen,welchedie Integrationbeispielsweise

durchApproximationdesIntegrandenoderüberseineFourier–Entwicklungdurchführen,

werdendieseSpitzengeglättet. Deshalbwird dasVerhaltender Greensfunktionan den

Bandkantenvon diesenAlgorithmen nicht richtig wiedergegeben. Als zuverlässiger-

wiessicheinselbstentwickeltesVerfahren,eineArt dynamischerSimpson–Algorithmus,

derdie Peaksdetektiertunddeshalbnicht glättet. DiesesVorgehenhattezusätzlichden

Vorteil,daßdieIntegrationfür alleDiagonalenparallelausgeführtwerdenkonntedadurch

verbessertesichdasLaufzeitverhaltenerheblich,denndieInvertierungvon 	 λ � Ha
 muß-

te sonur nocheinmalfür jedesλ durchgeführtwerden.

Bei Wertenvon q B 9 bot sich ein weiteresVerfahrenan: Die Adjunktenvon 	 λ � Ha

wurdenanalytischmit Mapleberechnetunddannnumerischmit eigenenRoutineninte-

griert. So ließ sichdie Genauigkeit besondersandenBandkanteweitersteigern.Leider

wardiesesVorgehenfür q � 9 nichtmöglich,denndieDeterminantenvon„analytischen”

MatrizendieserGrößekonntenmit Maplenichtberechnetwerden.

Mit dieserMethodewurdendie ElementederGreensfunktionzu α � 1
9 in Abbildung3.8

berechnet.Zwei allgemeineAussagenlassensich für Ga 	 λ � l � m
 treffen: Zum einenist

Ga 	 λ � l � m
 für gerade
�
l � m

�
immereineungeradeundfür ungerade

�
l � m

�
immereine

geradeFunktion. Zum anderennimmt der Betragvon Ga 	 λ � l � m
 zu gegebenemλ mit

wachsendem
�
l � m

�
innerhalbeinerPeriodedesmagnetischenÜbergittersim Mittel ab,

wie in Abbildung3.9dargestellt.

Für einigeder weiterenBetrachtungenist essinnvoll, Wertevon
�
l � m

�
zu berücksich-

tigen,die größeralsq sind. Für dieseFälle läßtsich,wie in AnhangB dargestellt,eine

FortsetzungvonGa angeben:

Ga 	 λ � l � m
 � 1
4π2

2π&
0

2π&
0

eiqµ � l " m# divq# Al �mq

P 	 λ � µ � ν 
 dµdν (3.74)

mit mq � mmodq.

Auch die ElementedieserFortsetzungsindreell (sieheAnhangB). Von besondererBe-

deutungist dasVerhaltenvon Ga für große
�
l � m

�
. In Abbildung3.10wird Ga 	 λ � l � m


in Abhängigkeit von
�
l � m

�
dargestellt.Die Elementenehmenschoninnerhalbweniger

PeriodendesmagnetischenÜbergitterssehrstarkab.
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Abbildung 3.8.: Alle verschiedenenElementeGa ` λ � l � ma der Greensfunktionzu α b 1
9: Angetragenist

jeweilsGa ` λ � l � l � d a gegenλ in EinheitenderskaliertenEnergie.
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G

|l-m|

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0 1 2 3 4 5 6 7 8

-3.3466
-2.1820
-1.2208

-3.3739

1

0

Abbildung3.9.:Die GreensfunktionGa � λ � l � m� zu α � 1
9 beiangegebenemλ in Abhängigkeit von � l � m� .
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Abbildung3.10.:Die GreensfunktionGa � λ � l � m� zu α � 1
3 in Anhängigkeit von � l � m� übermehrerePeri-

odendesmagnetischenÜbergitters.λ ist jeweilsangegeben.
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3. Die Greensfunktionfür Teilchenim Kristallgitter
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Abbildung3.11.: Der BetragderGreensfunktion�Ga � λ � l � m�+� zu α � 1
3 in Anhängigkeit von � l � m� über

mehrerePeriodendesmagnetischenÜbergitterslogarithmischangetragen.λ ist jeweilsangegeben.

In denFällen, für die m � l � hq gilt, tritt im Zählervon (3.74) die Adjunkte Al � l von 
λ ¡ Ha¢ auf,siehängtnichtvonµ ab. Deshalbist esmöglich,diedµ Integrationin (3.74)

explizit durchzuführen,dasErgebnishängtwie e£?¤h ¤ von h ab(B.8). Esliegt dahernahe,

daßsichauchGa   λ ¥ l ¥ m¢ näherungsweisewie e£?¤ h ¤ verhält.

DieseVermutungwird durchdie numerischeRechnungbestätigt. DasKonvergenzver-

haltenwird deutlich,wennman ¦Ga   λ ¥ l ¥ m¢ ¦ logarithmischgegen ¦ l ¡ m ¦ anträgt,wie in

Abbildung3.11dargestellt.Die Punktemit m � l § i § hq lassensichin dieserAntragung

zumindestfür ¦ l ¡ m ¦v¨ q jeweilsdurcheineGeradeverbinden.

Die ElementevonGa   λ ¥ l ¥ m¢ konvergierendamitzumindestim Mittel wie

Ga   λ ¥ l ¥ m¢ª© e£?¤ l £ m ¤,« (3.75)

58



4. Stör stellen im Kristall

Im letztenKapitel wurdedie GreensfunktiondesAzbel–Harper–HofstadterModellsher-

geleitetunddiskutiert.Mit Hilfe dieserErgebnissesoll nunderEinflußeinesFremdatoms

im KristallgitteraufdasSpektrumdesSystemsberechnetwerden.

Die Methodezur Berechnungvon Störstellenniveausim Kristallgitter mit Hilfe der Re-

solventenvonHa stammtursprünglichvonKostnerundSlaterausdemJahr1954[Kos1]

[Kos2]. Eine sehrguteEinführungin die Störungsrechnungmit Hilfe der Greensfunk-

tion, auchfür Kristallgitter, wird in [Eco] gegeben.Die Idee,diesesVerfahrenauf das

Azbel–Harper–HofstadterModell zu übertragen,hatteGustav Obermairim Jahr1996.

In derDiplomarbeitvonMichaelKlein [Kle] wurdenerstenumerischeErgebnissedieser

Rechnungenvorgestellt.

Im nun folgendenAbschnittsoll zunächstdie StörungsrechnunganperiodischenSyste-

menerklärt werden. Durch die einfacheForm desStörtermsim Hamiltonoperatorläßt

sichdie AuswirkungeinesFremdatomsauf dasSpektrumleicht bestimmen:Zusätzliche

erlaubteEnergien, sogenannteStörstellenniveaus,tretenauf. Daraufhinwird die Stö-

rungsrechnungim Tight–Binding–Modellvorgeführt und im Anschlußauf dasAzbel–

Harper–Hofstadter–Modell angewandt.

4.1. Die Greensfunktion des gestör ten Systems

Der Hamiltonoperatorfür ein Elektron im Kristallgitter mit einemFremdatommüßte

strenggenommenanalogzum Tight–Binding–HamiltonianausdeneinzelnenHamilton-

operatorenjedesGitteratomsberechnetwerden(sieheAbschnitt2.1). Im Folgendenwäh-

lenwir eineneinfacheren,ausplausiblenÜberlegungenhergeleitetenHamiltonoperator.
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4. Störstellenim Kristall

lokales Potential V

U

Abbildung4.1.: Im Modell wird eineStörstelleim Kristall (i.A. ein Fremdatom)beschrieben,indemdas
lokalePotentialV amOrt ¬l um dieEnergieU verändertwird.

Ein Bandin einemFestkörpersetztsichausdenOrbitalenaller Gitteratomezusammen.

DasAtom amGitterplatz­l einerStörstelleunterscheidetsichvon allenanderendadurch,

daßdasOrbital, daszumBandbeiträgtum die Energie U gegenüberallen anderenver-

schobenist. DasGitterpotentialamOrt ­l wird im Modell entsprechendverändert(siehe

Abbildung4.1).Der HamiltonoperatordesgestörtenSystemsläßtsichdamitals

H � H0 § H1

mit demStörterm

H1 �®¦ ­l ¯ U °±­l ¦ (4.1)

darstellen.H0 entsprichtdabeidemHamilton–OperatordesungestörtenModells (2.12)

oder(2.30).

AusgehendvonderGreensfunktionG0 desungestörtenSystemswird dieResolventedes

gestörtenSystemsberechnet:

G
 
λ ¢ �  

λ ¡ H ¢ £ 1�  
λ ¡ H0 ¡ H1

¢ £ 1� ²   λ ¡ H0
¢ ² 1 ¡   λ ¡ H0

¢ £ 1H1 ³ª³ £ 1�  
1 ¡ G0

 
λ ¢ H1

¢ £ 1G0
 
λ ¢ «

Mit vonNeumannschenReihe 
1 ¡ G0H1

¢ £ 1 � 1 § G0H1 § G0H1G0H1 § «9«9«
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4.1. Die GreensfunktiondesgestörtenSystems

folgt dieEntwicklungvonG
 
λ ¢ , die sogenannteDyson–Reihe:

G � G0 § G0H1G0 § G0H1G0H1G0 § «W«9« (4.2)� G0 § G0H1
 
G0 § G0H1G0 § «W«9« ¢ (4.3)� G0 § G0H1G « (4.4)

Die GreensfunktiondesgestörtenSystemsist alsodurcheineIntegralgleichungvollstän-

dig bestimmt.

Zur weiterenRechnungwird diesogenannteT–Matrix

T
 
λ ¢ : � H1G

 
λ ¢   λ ¡ H0

¢
definiert. Sie läßt sich als Reihenentwicklungin denbekanntenOperatorenG0 und H1

darstellen:

T � H1 § H1G0H1 § H1G0H1G0H1 § «9«9«´« (4.5)

Mit Hilfe von T läßtsichdieGreensfunktiondesgestörtenSystemsG ausdrückenals

G
 
λ ¢ � G0

 
λ ¢ § G0

 
λ ¢ T   λ ¢ G0

 
λ ¢ « (4.6)

WegendereinfachenStrukturvonH1 in (4.1)kannT mit (4.5) leichtberechnetwerden:

T
 
λ ¢ � H1G

 
λ ¢   λ ¡ H0

¢� H1 § H1G0
 
λ ¢ H1 § H1G0

 
λ ¢ H1G0

 
λ ¢ H1 § «9«9« (4.7)� ¦ ­l ¨ U µ¶­l ¦5§�¦ ­l ¨ U µ¶­l ¦G0

 
λ ¢ ¦ ­l ¨ U µ·­l ¦§¸¦ ­l ¨ U µ ­l ¦G0

 
λ ¢ ¦ ­l ¨ U µ ­l ¦G0

 
λ ¢ ¦ ­l ¨ U µ ­l ¦5§ «W«9«� ¦ ­l ¨ U ² 1 § UG0

 
λ ¥ ­l ¥ ­l ¢ §  

UG0
 
λ ¥ ­l ¥ ­l ¢9¢ 2 § «9«9« ³ µ ­l ¦� ¦ ­l ¨ U

1 ¡ UG0
 
λ ¥ ­l ¥ ­l ¢ µ ­l ¦ « (4.8)

Dabeiwurde:

G0
 
λ ¥ ­m¥ ­m¹ ¢ : �º° ­m ¦G0

 
λ ¢ ¦ ­m¹�¯

definiert.
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4. Störstellenim Kristall

Durch Einsetzenvon (4.8) in (4.6) läßt sich die GreensfunktiondesgestörtenSystems

sofortangeben:

G
 
λ ¥ ­m¥ ­m¹ ¢ � G0

 
λ ¥ ­m¥ ­m¹ ¢ § U

G0
 
λ ¥ ­m¥ ­l ¢ G0

 
λ ¥ ­l ¥ ­m¹ ¢

1 ¡ UG0
 
λ ¥G­l ¥G­l ¢ « (4.9)

DasSpektrumvonH ergibt sichdirektausdenEigenschaftenderGreensfunktion:Alle λ,

für dieG nichtdefiniertist, sinderlaubteEnergiendesgestörtenSystems.Die Resolvente

desgestörtenSystems(4.9)hatSingularitätenfür dieEnergien,für dieauchdieResolven-

te desungestörtenSystemssingulärwird. DasSpektrumdesungestörtenSystemswird

alsoin demdesgestörtenSystemsenthaltensein.

ZusätzlichtretenPolevonG bei denEnergienεs auf, für diegilt:

G0
 
εs ¥ ­l ¥ ­l ¢ � 1

U
« (4.10)

Dieseεs sind isolierteEigenwertevon H. Im Vorgriff auf spätereRechnungensoll hier

erwähntwerden,daß(4.10) im Tight–Binding–ModellgenaueineLösunghat, im Fall

desModellsystemsmit angelegtemMagnetfeldgenauq verschiedeneLösungen.Diese

zusätzlichenEnergien werdendurchdie gestörtePeriodizitätdesSystemserlaubt. Die

StörstellenniveausmüssenaußerhalbeinesBandesliegen,dennim Bandhatdie Greens-

funktion einenendlichenImaginärteil,die Bedingung(4.10)kannalsonicht erfüllt wer-

den.

Um dasStörstellenniveaumit derEnergieεs weiterzucharakterisieren,benötigenwir das

Residuumvon G
 
εs ¥ ­m¥ ­m¹ ¢ an der Stelleεs. Weil der Nennervon (4.9) bei λ � εs eine

einfacheNullstellehat,ist diesesResiduumgegebendurch[Jän]:

Res» G  
εs ¥ ­m ¥ ­m¹ ¢n¼ ��¡ G0

 
εs ¥ ­m ¥½­ l ¢ G0

 
εs ¥½­ l ¥ ­m¹ ¢

G ¹0   εs ¥ ­ l ¥ ­ l ¢ ¥ (4.11)

wobeiG ¹0   εs ¥¾­l ¥¾­l ¢ die Ableitungvon G0
 
λ ¥G­l ¥¾­l ¢ nachλ anderStelleεs ist. Mit (3.4)kann

die EntartungdesStörstellenniveausmit derEnergie εs berechnetwerden:

fs ��¿ Res
 
G
 
εs ¥ ­m ¥ ­m¢9¢ d ­m «

Die Greensfunktionist auf demGitter definiert,deshalbkann fs durcheineSummeaus-
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4.1. Die GreensfunktiondesgestörtenSystems

gedrücktwerden[Eco]:

fs � ∑À
m

Res
 
G
 
εs ¥ ­m ¥ ­m¢9¢� ¡ 1

G ¹0   εs ¥ ­l ¥ ­l ¢ ∑Àm G0
 
εs ¥ ­m¥ ­l ¢ G0

 
εs ¥ ­l ¥ ­m¢� ¡ 1

G ¹0   εs ¥ ­l ¥ ­l ¢ ∑Àm ° ­l ¦G0G0 ¦ ­l ¯� ° ­l ¦   λ ¡ H ¢ £ 1   λ ¡ H ¢ £ 1 
λ ¡ H ¢ £ 2 ¦ ­l ¯� 1 «

JedesisolierteNiveauεs ist alsonicht entartet. Deswegenläßt sich mit (3.3) der zu εs

korrespondierendeEigenzustandberechnen[Eco]:

ψs � ∑À
m

G0
 
εs ¥ ­m¥¾­l ¢Á ¡ G ¹0   εs ¥G­l ¥G­l ¢ ¦ ­m̄Â¥ (4.12)

wobeiG ¹0   εs ¥¾­l ¥¾­l ¢ µ 0 (3.66)gilt. Die ElementederGreensfunktionnehmen,im Fall mit

Magnetfeldzumindestim Mittel, mit wachsendem¦ ­l ¡ ­m ¦ exponentiellab (siehe(3.75)

undAbbildung3.9). Die WellenfunktionensindalsoamOrt derStörstellemaximalund

verschwindenim Unendlichen.Die Zuständezu denStörstellenniveaussinddamit loka-

lisiert.

4.1.1. Die Zustandsdic hte des gestör ten Systems

Wie erläutert,enthältdasSpektrumdesgestörtenSystemsalle Eigenwertedesungestör-

ten.Die LagedieserEigenwerteim Spektrumwird durchdasFremdatomnichtbeeinflußt.

Die StörstellehataberAuswirkungenaufdie ZustandsdichtedesgestörtenSystems.

Die Zustandsdichteρ0 desungestörtenSystemsüberdemBandist durchdenImaginärteil

derGreensfunktion¡ 1
π ℑG Ã0 (3.5)gegeben.Mit (4.9) läßtsichdie Zustandsdichteρ des

gestörtenSystemsberechnen:

ρ
 
ε ¥ ­m¢ � ¡ 1

π
ℑ Ä G Ã0   ε ¥ ­m¥ ­m¢ § U

G Ã0   ε ¥ ­m¥ ­l ¢ G Ã0   ε ¥ ­l ¥ ­m¢
1 ¡ UG Ã0   ε ¥ ­l ¥ ­l ¢ Å
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4. Störstellenim Kristall

Offensichtlichist die Zustandsdichtenunvom Ort abhängig.Die ElementederGreens-

funtionG0
 
ε ¥ ­m¥ ­l ¢ nehmensowohl im Tight–Binding–Modellalsauchim Azbel–Harper–

Modell, mit wachsendem¦ ­m ¡ ­l ¦ ab. Deshalbwird dieAuswirkungeinesFremdatomsauf

dieZustandsdichteamOrt derStörstelle­l amstärkstensein.Wie in AnhangC (Gleichung

(C.2))gezeigtwird, gilt

ρ
 
ε ¥G­l ¢ � ρ0

 
ε ¢¦1 ¡ UG Ã0   ε ¥ ­l ¥ ­l ¢ ¦ 2 « (4.13)

Mit denEigenschaftenderGreensfunktionfür dasTight–Binding–Modell(Gleichungen

(3.16)bis (3.19))bzw. für dasAzbel–Harper–Modell ((3.58)bis (3.61)) lassensichaus

(4.13)die GrenzwertederZustandsdichtedesgestörtenSystemsandenBandkantenbe-

rechnen(siehe(C.5)):

lim¤P Æ ε Ç ¤ È 4
ρ
 
ε ¥ ­l ¢ � 0 « (4.14)

Gleichesgilt für denGrenzwertderZustandsdichteim ZentrumdesBandes,bei P
 
εz
¢ �

0. Hier hattedie ZustandsdichtedesungestörtenSystemseineSingularität(vergleiche

(C.8)); im Gestörtendagegengilt

lim
ε È εz

ρ
 
ε ¥ ­l ¢ � 0 « (4.15)

Die ZustandsdichtedesgestörtenSystemsverschwindetalsozudenBandkantenhin. Dar-

ausfolgt mit (3.15),daßdieGreensfunktiondesgestörtenSystemsandenBandkantenim

Gegensatzzu derdesungestörtennicht divergiert. Zudemist ρ
 
epsz ¥ ­l ¥ ­l ¢ � 0 unddamit

nicht mehrsingulär. DurchdasEinfügeneinesFremdatomsin dasKristallgitter verliert

die ZustandsdichteamOrt desFremdatomscharakteristischeEigenschaftenzweidimen-

sionalerSysteme.

Einzig die Van–Hoove–Singularitätim Bandzentrumbleibt erhalten. Für ihre Existenz

genügtes,daßdieAbleitungderZustandsdichteim Banddivergiert.

Wie bereitserwähnt,hat (4.10) innerhalbdesBandeskeineLösung,dennG Ã0   ε ¥G­l ¥¾­l ¢ hat

einennicht verschwindendenImaginärteil. Es kannaberein lokalesMaximum der Zu-

standsdichtefür

1 ¡ Uℜ ² G Ã0 ² ε ¥ ­l ¥ ­l ³@³_É 0 (4.16)
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4.2. Störstellenim Tight–Binding–Modell

auftreten,besondersdann,wenn ² UℑG Ã0 ² ε ¥ ­l ¥ ­l ³ª³ 2 Ê
1

gilt. DieselokalenMaxima,siewerdenResonanzniveausgenannt[Eco], treten,besonders

beischwachenStörstellenalsscharfePeaksauf.

Mit demBetragderWellenfunktionzumStörstellenniveauεs (4.12)läßtsichderBeitrag

desisoliertenEigenwerteszur Zustandsdichteberechnen,dennesgilt [Eco]

ρ
 
ε ¥ ­m¢ � ψ Ës   ­m¢ ψs

  ­l ¢ δ   ε ¡ εs
¢� ¡ G0

 
εs ¥ ­m¥ ­l ¢ G0

 
εs ¥ ­l ¥ ­m¹ ¢

G ¹0   εs ¥ ­l ¥ ­l ¢ δ
 
ε ¡ εs

¢ «
Die Zustandsdichteist normiert,

∞¿£ ∞

ρ
 
ε ¥ ­m¢ dε � 1 ¥

deshalbmußder BeitragdesStörstelleniveauszur Zustandsdichtedie Dichte überdem

Bandreduzieren.

In den nun folgendenbeidenAbschnittenwird die Lösungvon (4.10) für dasTight–

BindingunddasAzbel–Harper–Hofstadter–Modell berechnetunddiskutiert.

4.2. Stör stellen im Tight–Binding–Modell

Mit denBerechnungenausdemvorangehendenAbschnittsind die Auswirkungeneiner

Störstelleim Tight–Binding–Modelleinfachzu bestimmen.Setzenwir die Diagonalele-

mentederGreensfunktiondesungestörtenTight–Binding–Modells(3.8)in dieGleichung

(4.10)ein,
2

πεs
K Ì 4

εs Í � 1
U
¥ (4.17)

soerhaltenwir eineBedingungfür diezusätzlichenEigenwerte,die Störstellenniveaus.

Die Störstellenniveauswerdenmit (4.17)numerischbestimmt(sieheAbbildung4.2).Aus

denEigenschaften(3.16)bis (3.24)derDiagonalelementevon Gt   λ ¥¾­l ¥¾­l ¢ lassensichdie
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Abbildung4.2.: BestimmungderStörstellenniveausim zweidimensionalenTight–Binding–Modell:durch
dieBedingung(4.17)entstehteinzusätzlichesNiveauaußerhalbdesBandesdesungestörtenSystems.

Störstellenniveausim zweidimensionalenTight–Binding–Modellbereitscharakterisieren,

zurVeranschaulichungdientAbbildung4.2:

1. Wegen (3.24) sind die Diagonalelementeder Resolventenimmer strengmono-

ton fallend,unterhalbdesBandessind sie immer negativ, oberhalbimmer positiv

(3.16). Für positiveU hatdeshalb(4.17)genaueineLösungoberhalbdesBandes,

negativeU ergebengenaueinStörstellenniveauunterhalbdesBandes.

2. Weil Gt   λ ¥G­l ¥¾­l ¢ strengmonotonfällt, wächstderAbstanddesStörstellenniveausvon

derBandkantestetigmit demBetragvonU , wie in Abbildung4.3gezeigt.

3. Die Diagonalelementeder Greensfunktiondivergierenan denBandkanten(3.18),

deshalbliefert (4.17)für alleU einereelleLösung.SelbstinfinitesimalkleineStö-

rungender Periodizitätbewirken ein abgespaltenesStörstellenniveau,auchwenn

dieseAbspaltunginfinitesimalklein werdenkann.

DasAuftretenisolierterNiveausbeisehrschwachenStörstellenist charakteristisch

für zweidimensionaleSysteme.In drei Dimensionenhabendie Diagonalelemente

der GreensfunktioneinenendlichenGrenzwert.Wie in Abschnitt3.1.2erläutert,
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Abbildung4.3.:DerAbstanddesStörstellenniveausvonderBandkante∆ε beimzweidimensionalenTight–
Binding–Modell. Angetragenist der Abstandin Abhängigkeit von der Störstellenstärke U für negative
U .

wird ihr Betragan denBandkantenmaximal. Dasführt zu einerminimalenStör-

stellenstärkeUmin: nur für U ¨ Umin spaltenStörstellenniveausvomBandab.

4. Gt   λ ¥ ­l ¥ ­l ¢ ist punktsymmetrischzumUrsprung(3.17).Deshalbgilt für dieStörstel-

lenniveaus:

εs
  ¡ U ¢ ��¡ εs

 
U ¢ «

Es genügtalso,nur Akzeptoren(U<0) zu betrachten,alle Aussagengelten(evtl.

mit umgekehrtenVorzeichen)ebensofür Donatoren.

Die ZustandsdichtedesgestörtenTight–Binding–ModellsamOrt derStörstelleläßtsich

berechnen,indem man Real–und Imaginärteilder Greensfunktionzu Ht, (3.11) bzw.

(3.13),in (4.13)einsetzt:

ρ
 
ε ¥ ­l ¢ � 1

π

1
2πK ¹ » ε

4
¼» 1 � U

2πK » ε
4
¼v¼ 2 § » U

2πK ¹ » ε
4
¼v¼ 2

DasErgebnisist in Abbildung4.4 für verschiedeneWertevonU dargestellt.Für schwa-

cheU ist dieZustandsdichtedesgestörtenSystemsderdesungestörtennochsehrähnlich,
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Abbildung 4.4.: Die ZustandsdichtedeszweidimensionalenTight–Binding–Modells(V � 1) am Ort der
Störstellenach(4.13)für verschiedeneStörstellenstärkenU . Angetragenist die Zustandsdichtegegendie
Energie. Der Beitragder Störstellezur Zustandsdichteist als δ–Peak(gestrichelt)eingezeichnet,dieser
liegt immer außerhalbdesBandes,waserstabU Î�� 2 in der Grafik aufgelöstwird. Ein Vergleich mit
Abbildung 3.2 zeigt deutlich,wie die außerhalbdesBandesliegendeStörstelledie Zustandsdichteüber
demBandverändert.
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Abbildung4.5.:LagedesResonanz–undStörstellenniveaus(εr bzw. εs) im Tight–Binding–Modell(V � 1)
in Abhängigkeit von derStörstellenstärkeU Î 0, angegebenin EinheitenderskaliertenEnergie.

mit wachsendemU verschwindetdieseÄhnlichkeit. DasIntegralüberdieZustandsdichte

wird immerkleiner, daderBeitragdesStörstellenniveausmit U wächst.Auffällig ist die

Asymmetrieder Zustandsdichte:Die ElektronenscheinenEnergien nahedemStörstel-

lenniveauzu bevorzugen.DieseAsymmetriewird hauptsächlichdurchdie Resonanzen

im Bandverursacht.Resonanzniveaustretenimmerdannauf,wenn(4.16)gilt. Im Falle

desTight–BindingModellsalsofür alleε � εr mit

1
2π

K ² εr ¥ ­l ¥ ­l ³ É 1
U
«

Resonanzniveaussinddemnachnur für ¦U ¦vÏ 4 möglich(3.21). Analogzu denStörstel-

lenniveauswächstder AbstanddesResonanzniveausvon der Bandkantemit ¦U ¦ (siehe

Abbildung4.5).BesondersscharfeResonanzniveaustreten,wie beschrieben,fürÌ U 1
2π2K ¹ ² ε

4 ³ Í 2 Ê
1

auf. Sie sind also für kleine U am stärkstenausgeprägt,denndie Zustandsdichtedes

ungestörtenSystemswird andenBandkantenminimal.
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Abbildung 4.6.: Bestimmungder Störstellenniveausfür α � 1
3 und einerStörstellenstärke U � 2 � 4. Die

durchgezogenendicken Linien entsprechendenmagnetischenUnterbändern,die Punktezeigendie Lage
derStörstellenniveaus.UnterhalbjedesmagnetischenUnterbandesentstehtdurchdieFehlstelleeindiskre-
tesNiveau.

4.3. Stör stellen im Azbel–Harper –Modell

NachderStörungsrechnungamTight–Binding–Modellsoll dasin Abschnitt4.1beschrie-

beneVerfahrennun auf dasAzbel–Harper–HofstadterModell angewendetwerden. So

wird esmöglich, die AuswirkungeneinesFremdatomsim Kristall bei angelegtemMa-

gnetfeldzu bestimmen.Die Rechnungenin 4.1 setzenkeinespezielleEigenschaftder

GreensfunktionoderdesHamilton–OperatorsdesungestörtenSystemsvoraus,die Er-

gebnissesinddeshalbohneEinschränkungenaufdasAzbel–Harper–Modell übertragbar.

DasSpektrumdesHofstadter–Modellsmit einerStörstellesetztsich, wie erläutert,aus

demSpektrumdesModells für einenreinenKristall und zusätzlichenEigenwertenbei

denEnergienεs zusammen.Diesewerdenbestimmtdurch

Ga   εs ¥ m0 ¥ m0
¢ � 1

U
¥
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Abbildung4.7.: Wie Abbildung4.6zu α � 1
10. Der besserenÜbersichtlichkeit halberwurdenur dernega-

tiveEnergiebereichdargestelltλ Î 0.

mit (3.50)ergibt sich:
2

πq
1

P
 
εs
¢ dP

 
εs
¢

dεs
K Ì 4

P
 
εs
¢ Í � 1

U
« (4.18)

Aus (4.18)werdendie Störstellenniveausnumerischodergrafischbestimmt,wie in den

Abbildungen4.6 und 4.7 dargestellt. Aufgrund der Strukturder Diagonalelementeder

Greensfunktion(sieheAbschnitt3.2.3)lassensicheinigegrundsätzlicheAussagenüber

dieStörstellenniveausim behandeltenSystemtreffen:Ð UnterhalbdesunterstenmagnetischenUnterbandesfällt Ga   λ ¥ ­l ¥ ­l ¢ strengmonoton

(3.66)mit demWertebereichÑ 0 ¥9¡ ∞ Ò (3.65)(3.61).FürU µ 0 hat(4.18)alsogenau

eineLösungunterhalbdesmagnetischenUnterbandspektrums.Ð Zwischenzwei nicht entartetenmagnetischenUnterbändernfällt Ga   λ ¥ ­l ¥ ­l ¢ streng

monoton(3.66) mit dem WertebereichÑ ∞ ¥9¡ ∞ Ò (3.61), die Bedingung(4.18) hat

zwischendenbeidenBänderngenaueineLösung.Ð Bei zwei entartetenmagnetischenUnterbändernverschwindensowohl der Real–

alsauchderImaginärteilvon Ga   λ ¥¾­l ¥G­l ¢ am„Berührungspunkt”derbeidenBänder

71



4. Störstellenim Kristall

(3.62) (3.63). Die Bedingungfür die ExistenzeinesStörstellenniveauswird also

nichterfüllt.Ð OberhalbdesmagnetischenUnterbandspektrumsfällt Ga   λ ¥ ­l ¥ ­l ¢ strengmonoton

mit demWertebereichÑ ∞ ¥ 0 Ò (3.61)(3.64). Falls die StörstellenstärkeU größerals

0 ist, hat(4.18)hier wiederumgenaueineLösung.

In jederBandlücke mit endlicherBreite hat (4.18) alsogenaueineLösung. Zwischen

zwei nicht entartetenBändernliegt immer genauein Störstellenniveau,zwischenzwei

entartetenBändernkeines. Zusätzlichtritt für U µ 0 nocheineerlaubteEnergie unter-

halbdesunterstenmagnetischenUnterbandesauf, für U ¨ 0 eineoberhalbdesobersten

magnetischenUnterbandes.

Wennzu gegebenemα keineentartetenBänderauftreten,hatdasgestörteSystemsalso

q zusätzlicheNiveaus.DaseineStörstellenniveau,dasim Fall ohneMagnetfeldauftritt

wird alsoanjedes(isolierte)magnetischeUnterbandprojiziert.

WegenderPunktsymmetrievonG
 
λ ¥ m0 ¥ m0

¢ gilt

G
  ¡ εs ¥ m0 ¥ m0

¢ � ¡ G
 
εs ¥ m0 ¥ m0

¢Ó εs
 
U ¢ � ¡ εs

  ¡ U ¢ «
Die SymmetriederDiagonalelementederGreensfunktiongilt alsoauchfür die Störstel-

lenniveaus.

Wie im Fall ohneMagnetfelddivergiert K ² 4
P Æ λ Ç ³ anjederBandkante.Die Störstellenni-

veaustretenalsoschonbei infinitesimalschwachenStörstellenauf.

4.3.1. Lage zu den Bandkanten

Die LageeinesStörstellenniveausim Hofstadter–Spektrumist durch(4.18)vollständig

bestimmt.SieisteineFunktiondesHofstadterschenSpurpolynomsunddessenAbleitung.

Eine analytischeLösungvon (4.18)bei gegebenemα undU ist nicht möglich, deshalb

mußdie LagederStörstellenniveausaus(4.18)numerischbestimmtwerden.

Im folgendenAnschnittsoll dieLagederStörstellenniveauszudenBandkanten,die Ioni-

sierungsenergiendereinzelnenNiveaus,in Abhängigkeit vonU undα untersuchtwerden.
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Abbildung 4.8.: Abstand∆ε desniedrigstenStörstellenniveausvon der jeweils unterstenBandkantezu
jeweilsgegebenemα beieinerStörstellenstärkevonU �Ô� 2,angegebenin EinheitenderskaliertenEnergie.
Die Berechnungwurdefür einzelneWertevon α � p

q mit 2 Õ q Õ 80 und1 Õ p Õ q � 1 durchgeführt.

Es zeigt sich für negative U , daßein Störstellenniveauunabhängigvon der Flußdichte

desangelegten Magnetfeldesauftritt, dasDonator–Niveaudesunterstenmagnetischen

Unterbandes.DiesesNiveaubleibt selbstfür α � 0 erhalten.

Betrachtenwir zunächstdie Lage diesesunterstenStörstellenniveausfür U µ 0. Die

Ionisierungsenergie ∆ε, ist in Abbildung 4.8 in Abhängigkeit von α angetragen.Die

resultierendeKurve ist demVerlauf desRandesdesmagnetischenUnterbandspektrums

sehrähnlich.

In Abbildung 4.9 wird ein Ausschnittfür α É 1
2 gezeigt: ∆ε verläuft stetig,abernicht

stetigdifferenzierbarin α, entsprechenddemRanddesUnterbandspektrums[Hof2].

Fürverschwindendesα müßtedieIonisierungsenergiedesunterstenStörstellenniveausin

denenergetischenAbstandderStörstelleim Tight–BindingFall übergehen.

Der Grenzwertder Ionisierungsenergie desunterstenStörstellenniveaus∆ε für α Ö 0

ist analytischnicht bestimmbar. Numerischläßter sichabersehrgenauabschätzen:Mit

Hilfe derNäherung(3.56)vonGa   λ ¥ ­l ¥ ­l ¢ für großeq läßtsich∆ε bisq � 2000bestimmen.

Die Approximation(3.56)ist für sogroßeWertevon q und ¦λ ¦v¨ 1 sehrgenau,denndie

magnetischenUnterbändersindhier im RahmenderRechengenauigkeit punktförmig.
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Abbildung4.9.: Ein AusschnittausAbbildung4.8. Die Ionisierungsenergieverläuftbei α � 1
2 stetig,aber

nicht stetigdifferenzierbar. (Berechnungmit q Õ 500)
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Abbildung4.10.:Wie Abbildung4.8 jedochein Ausschnittbei kleinenα (α × 1
2000) zu Störstellenstärken

U ��� 2 (links) bzw. U ��� 3 (rechts). Eingezeichnetsind jeweils die errechnetenWertevon ∆ε, ein Fit
dieserWertemit einerParabelviertenGrades(punktiert)sowie die Ionisierungsenergie für α � 0 (gesti-
chelt). Die Ionisierungsenergie desniedrigstenNiveausgeht für kleine α in die Ionisierungsenergie des
Stöstellenniveausim Tight–Binding–Modellüber, die AbweichungdesFits bei α � 0 vom tatsächlichen
Wert beträgt1 � 0 Ø 10Ù 5 (U �Ú� 2 � 0) bzw. 2 � 0 Ø 10Ù 5 (U �¸� 3 � 0).
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Abbildung4.11.: Die Ionisierungsenergie ∆ε desStörstellenniveausin dererstenBandlücke bei α � 1
3 in

Abhängigkeit vonU : Die DiagonalelementevonGa habenin denBandlückeneinNullstelle,deshalbstrebt
derAbstandgegeneinenendlichenGrenzwert(ca.0,68216).

Um denGrenzwertzu berechnenwird die durch∆ε zu α � 1
2000 ¥ 1

1000 ¥ 1
500 «9«9« gegebene

Kurvemit einemPolynomviertenGradesin α gefittet,wie in Abbildung4.10für U �i¡ 2

undU ��¡ 3 dargestellt.DasPolynomnimmt für α � 0 einenendlichenWert an. Dieser

stimmt bis auf einenFehler Ï 2 ¥ 0 Û 10£ 5 mit der Ionisierungsenergie desNiveausim

Tight–Binding–Modellüberein(in Abbildung4.10alsgestrichelteLinie eingezeichnet).

Für dieseeineGrößetrif ft der bekannteAusspruch„naturanon facit saltus”von Linné

alsozu. ∆ε ändertsichselbstbei verschwindendemMagnetfeldkontinuierlichmit α.

Zwischenzwei nicht entartetenmagnetischenUnterbänderntritt jeweils genauein Stör-

stellenniveauauf. Im Folgendensoll dieLagediesesNiveausbeigegebenemα in Abhän-

gigkeit vonU , λ unddenlokalenEigenschaftendesSpektrumsuntersuchtwerden.Wir

gehendabeiwiedervon einemDonator(U µ 0) aus,die Ergebnissegeltenanalogauch

für Akzeptoren.

Die Ionisierungsenergie in Abhängigkeit von U verhältsich innerhalbeinerUnterband-

lücke andersals im Fall ohneMagnetfeld:Die Diagonalelementevon Ga habenin den

Bandlücken jeweils eineNullstelle. Für ¦U ¦ÜÖ ∞ wird ∆ε alsogegeneinenendlichen

Grenzwertstreben.Abbildung4.11zeigtdiesesVerhaltenamBeispieldererstenBand-
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Abbildung 4.12.: Die Ionisierungsenergie der Störstellenniveaus∆ε und die Breite der jeweiligen Band-
lückeδ für α � 1

33 undU �¸� 5 Ý 0 in Abhängigkeit vonλ.

lücke im Spektrumvon α � 1
3. Der Abstandder Nullstelle von Ga   λ ¥ l ¥ l ¢ von der Un-

terkantedesmittlerenmagnetischenUnterbandesbeträgtca. 0 ¥ 68216in Einheitender

skaliertenEnergie.

Sowohl die Störstellenniveausals auchdie Bändersind durchdasHofstadterscheSpur-

polynomP
 
λ ¢ eindeutigbestimmt.Deshalbmußein direkterZusammenhangzwischen

denmagnetischenUnterbändernbzw. denUnterbandlückenund denStörstellenniveaus

bestehen.In dergrafischenDarstellungzeigtsichdieseAbhängigkeit: Die Ionisierungs-

energie ∆ε in einerBandlücke unddie Breiteder jeweiligenBandlücke sind für α � 1
33

undU ��¡ 5 « 0 in Abbildung4.12dargestellt.Die Ähnlichkeit beiderKurven,zumindest

wennmandie Bereicheλ µ 0 und λ ¨ 0 isoliert betrachtetfällt auf. Für andereWerte

von α undU ist diesesVerhaltenreproduzierbar. Abbildung4.13zeigtalsBeispieleine

komplexereBandstruktur(α � 10
33), auchhierverlaufenδ und∆ε nahezusynchron.

Die Ionisierungsenergie im Spektrumhängtzusätzlichvon U ab: Mit wachsendem¦U ¦
strebt sie kontinuierlich gegen den oben erwähntenGrenzwert(vergleicheAbbildung

4.11). In Abbildung4.14 ist ∆ε
 
λ ¢ für verschiedeneWertevon U angetragen.Ein Ver-

gleichmit derBreitederBandlücken(sieheAbbildung4.12)zeigt,daßdie „Verzerrung”

von ∆ε
 
λ ¢ gegenüberδ

 
λ ¢ mit wachsendemU zunimmt.
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Abbildung4.13.:Wie Abbildung4.12,α � 10
33, U �¸� 5 Ý 0.
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Abbildung 4.14.: Die Ionisierungsenergie ∆ε der Störstellenniveausin den Bandlücken zu α � 1
33, bei

verschiedenenWertenvonU Î 0 in Anhängigkeit vonderLageim Spektrum.
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Abbildung4.15.:Wie Abbildung4.14,die Ionisierungsenergiewurdeauf die BreitederjeweiligenUnter-
bandlückenormiert.

MichaelKlein zeigtin seinerDiplomarbeit[Kle], daßdieIonisierungsenergiein jederUn-

terbandlücke, normiertauf derenBreite, für pure–casesbei großemU zumindeststück-

weiselinear von α abhängt. DiesenormierteIonisierungsenergie ∆ε
λ ist in Abbildung

4.15bei α � 1
33 für verschiedeneWertevon U dargestellt. Allgemein ist der von Klein

festgestellteZusammenhangselbstbei pure–casesnicht gegeben.

Abbildung4.15zeigteineBesonderheitdesbetrachtetenSystems:FürWertevonU ÏÞ¡ 3

kann ∆ε
λ bei α � 1

33 größerals 1
2 werden.DasStörstellenniveauliegt dannnäheran der

OberkantedesnächstniedrigerenBandesalsanderUnterkantedesnächsthöheren.Aus

einemDonatorist damit ein Akzeptorgeworden. DasStörstellenniveauverändertsein

physikalischesVerhaltenin Abhängigkeit vonλ und,wie nähereUntersuchungengezeigt

haben,von α.

Das Stör stellenspektrum

Aus denBeobachtungenim vorangehendenAbschnittläßtsichdasSpektrumdesgestör-

ten Systemsberechnen.Abbildung 4.16 zeigt den Hofstadter–Schmetterlingmit einer

Störstelleder StärkeU �ß¡ 1. Der UnterschiedzumSpektrumdesungestörtenModells
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Abbildung4.16.:DasGesamtspektrumdesGestörtenAzbel–Harper–HofstadterModellsbeieinerStörstel-
lenstärkevonU �¸� 1 Ý 0. Im Vergleichmit demungestörtenSpektrum(Abbildung2.1)sinddieStörstellen-
niveausdeutlichzuerkennen.

ist leicht beschrieben.EsbestehtausdenEigenwertendesungestörtenSystemsundzu-

sätzlichnocheinemStörstellenniveaufür jedesnichtentarteteUnterband.Abbildung4.17

zeigtdieses“Störstellenspektrum”,dieDifferenzzwischendemungestörtenunddemge-

störtenHofstadter-Spektrum.

Weil bei gegebenemα undU sowohl dasSpektrumdesungestörtenSystemsals auch

die StörstellenniveauseindeutigdurchdasHofstadterscheSpurpolynombestimmtsind,

mußeinefunktionaleBeziehungzwischendemHofstadter–SchmetterlingunddemStör-

stellenspektrumbestehen.Allerdings ist die Bedingung(4.18) nicht analytischlösbar.

Auch empirischist ein direkterZusammenhangzwischendenEigenwertenvon Ha und

denStörstellenniveausnichterkennbar.

Die BetrachtungdesSpektrumsmit dem „bloßen Auge” zeigt, daßdie geometrische

StrukturdesStörstellenspektrums,abgesehenvon der Symmetrie,im wesentlichender

desHofstadter–Schmetterlingsentspricht.Vor allen Dingenist dasStörstellenspektrum

in gleicherWeisewie dasHoftstadterspektrumselbstähnlich.Deshalbmüßteessich,wie

vonHofstadterin [Hof2] beschrieben,ausdenpure–casesmit α � 1
q konstruierenlassen.
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Abbildung4.17.:Nur dieStörstellenniveausausAbbildung4.16

Die Zustandsdic hte des gestör ten Systems

DieZustandsdichteeinesmagnetischenUnterbandesim ungestörtenAzbel–Harper–Modell

entspricht,wie in Abschnitt3.2.3beschrieben,dereinesTight–Binding–Bandesmit ge-

störterSymmetrie.Dementsprechendist zu erwarten,daßsichdie Zustandsdichteeines

einzelnenBandesdesModells mit Magnetfeldbei einemFremdatomim Kristallgitter

ähnlichzuderdesBandesbei α � 0 verhält.

Im Azbel–Harper–Modell wird ρ bei gegebenemα undU durcheinsetzender Greens-

funktion über dem Spektrum(Gleichungen(3.51) bis (3.53)) in (4.13) berechnet. In

Abbildung 4.18 wird ρ für verschiedeneWerte von U dargestellt. Wie im Fall ohne

Magnetfeld(sieheAbbildung 4.4) nimmt der Beitragüber jedemeinzelnenUnterband

zur integriertenZustandsdichtemit wachsendemU ab. Es fällt auf, daßdie Störstelle

auf die einzelnenmagnetischenUnterbänderunterschiedlichwirkt. Grunddafür ist die

AsymmetriederResolventenüberdenUnterbändern.

Bei Energienεr mit

ℜGaÃ0 ² εr ¥¾­l ¥G­l ³ É 1
U
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Abbildung4.18.:Die ZustandsdichtedesgestörtenAzbel–Harper–Modellsbei α � 1
3 amOrt desFremda-

tomsfür verschiedeneStörstellenstärkenU . Der BeitragdesStörstellenniveauszur Zustandsdichteist als
δ–Peak(gestrichelt)eingezeichnet.DasStörstellenniveauist immervomjeweiligenUnterbandabgespalten,
dieswird hier zumTeil nicht richtig wiedergegeben.
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tretenResonanzniveausauf. Dieskannin einemUnterbandabernurerfüllt werden,wenn

1
U
¨à� 1

4q
dP
 
ε � εz

¢
dε

gilt (siehe(3.60)). Es ist alsomöglich,daßin einzelnenUnterbändernzu gegebenemU

Resonanzniveausauftreten,in anderendagegennicht.

4.4. Zwei Stör stellen

Im vorherigenAbschnitt habenwir denEinfluß einer Störstelleauf dasModellsystem

betrachtet.Nunsoll demSystemeinweiteresFremdatomhinzugefügtwerden.

Die zweiFremdatomeseienandenOrten ­l und ­m lokalisiert,ihre Störstellenstärkensind

U
À
l undU

À
m. JededieserStörstellenläßtsichmit jeweilseinemStörtermH

À
l undH

À
m analog

zu (4.1)beschreiben.DerGesamthamiltonianergibt sichals

H � H0 § H
À
l § H

À
m

Die Störungsrechnungin Abschnitt4.1machtkeinenGebrauchvon derspeziellenForm

der Hamilton–OperatorsH0 desungestörtenSystemsodervon der korrespondierenden

ResolventenG0. LediglichdieEigenschaftendesStörtermsH1 werdenzurVereinfachung

derDyson–Reihegenutzt(4.2). DeshalbbestehteineMöglichkeit, die Störungsrechnung

mit zwei Fremdatomenim Kristallgitter durchzuführendarin,denHamiltonoperatordes

Systemsmit einerStörstelleals „ungestörten”Operatorzu betrachtenund dasSystem,

analogzur Rechnungin Abschnitt 4.1 mit H
À
l bzw. H

À
m zu stören. Wie man an den

Rechnungenin 4.1 leicht sieht, ist dasProblemsymmetrischin ­l und ­m, wir definieren

deshalbo.B.d.A.:

H0
À
l : � H0 § H

À
l

und

H � H0
À
l § H

À
m

G0
À
l seidie zuH0

À
l korrespondierendeGreensfunktion.
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Führtmannundie Störungsrechnungdurch,soerhältmandie ResolventevonH:

G � G0
À
l § G0

À
l ¦ ­m̄ U

À
m

1 ¡ U
À
mG0

À
l

  ­m¥ ­m¢ ° ­m ¦G0
À
l ¥

wobeidieElementevonG0
À
l durch(3.6)gegebensind.FüreinElementvonG ergibt sich

damit:

G
 
λ ¥ ­j ¥ ­k ¢ � G0

À
l

 
λ ¥ ­j ¥ ­k ¢ § U

À
m

G0
À
l

 
λ ¥ ­j ¥ ­m¢ G0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­k ¢

1 ¡ U
À
mG0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ « (4.19)

Mit Hilfe dieserGreensfunktionsollennun die EigenwertedesSystemsmit zwei Stör-

stellenberechnetwerden.Wie üblichsindalleEnergien,für welchedieDiagonalelemen-

te von G nicht definiert sind, erlaubteEnergien von H. Um diesezu bestimmenwird

G
 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ zunächstumgeformt:

G
 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ � G0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ § U

À
m

G0
À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ 2

1 ¡ U
À
mG0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢� G0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ » 1 ¡ U

À
mG0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ ¼ § U

À
mG0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ 2

1 ¡ U
À
mG0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢� G0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢

1 ¡ U
À
mG0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢� 1» G0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ ¼ £ 1 ¡ U

À
m

«
G
 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ ist nicht definiert,wenngilt:

1. λ ist Eigenwertvon H0, demHamiltonoperatordesSystemsohneeineStörstelle,

dafür dieseEnergienG0
À
l nichtdefiniertist.

2. λ � ε
À
m mit

G0

À
l

 
ε
À
m ¥ ­m¥ ­m¢ � 1

U
À
m
¥ (4.20)

dennhier hatG
 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ einenPol.

An den Polenvon G0
À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ nimmt G

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ denWert ¡ 1

U ám an, die durch (4.10)

gegebenenEigenwerteε
À
l vonH0

À
l sindalsokeineEigenwertevonH.

Zur weiterenBetrachtungbeschränkenwir unszunächstauf denFall, in demdie beiden

Fremdatomean direkt benachbartenGitterplätzen( ­m ��­l §  
1 ¥ 0¢ ) entlangder x–Achse
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liegen. Mit (4.20)sind die isoliertenNiveausdesSystemsmit zwei Fremdatomenvoll-

ständigbestimmt. Aus denEigenschaftenvon G0
À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ lassensich eineReihevon

Aussagenüberdie Lösungenvon (4.20)treffen:

Der HamiltonoperatordesSystemsmit einerStörstelleH0
À
l hatfür negativeU

À
l genauein

Störstellenniveauε
À
l unterhalbjedesBandes1 (sieheAbschnitt4.1). An derStelleλ � ε

À
l

hat G0
À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ deshalbeinenPol. Der Wertebereichvon G0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ unterhalbjedes

BandesentsprichtdaherÑâ¡ ∞ ¥ ∞ Ò . Die Bedingung(4.20)hatalsounterhalbjedesBandes

mindestenseine Lösungε Æ 1ÇÀm , unabhängigdavon, ob ein Magnetfeldangelegt ist oder

nicht.

Die Lage des Störstellenniveausε Æ 1ÇÀm relativ zum ursprünglichenε
À
l läßt sich mit den

Grenzwertenvon G0
À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ für λ Ö ε

À
l abschätzen:

lim
λ È ε ál £ 0

G0
À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ � ¡ ∞ und

lim
λ È ε ál Ã 0

G0
À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ � ∞ «

U
À
m µ 0 liefert eineLösungunterhalbvon ε

À
l , U

À
m ¨ 0 eineLösungoberhalbvon ε

À
l . Das

StörstellenniveaudesSystemsmit einemFremdatomwird alsofür U
À
m µ 0 abgesenkt,für

U
À
m ¨ 0 angehoben.DerBetragdieserVerschiebungwächstmit ¦U Àm ¦ .

Der GrenzwertderZustandsdichteρ0
À
l

 
ε ¥ ­m¢ zu H0

À
l anderBandkantemit derEnergie εk

wird in AnhangC berechnet(Gleichung(C.9))als:

lim
λ È εk

ρ0
À
l

 
ε ¥ ­m¢ � ρ0 Ì 1 ¡ ε2

k

16 Í « (4.21)

DasVerhaltenvonG0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ anderUnterkantedesjeweiligenBandeshängtdavonab,

ob ein Magnetfeldangelegt ist odernicht. Im FolgendensollenbeideSzenariengenauer

beschriebenwerden:

Im Tight–Binding–Modellist ¦ εk ¦Â� 4, alsoρ0
À
l

 
ε ¥ ­m¢ � 0. Mit (3.15)folgt daraus,daßdie

ResolventedesTight–Binding–HamiltoniansHt, Gt
0

À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ für λ Ö εk denendlichen

Grenzwert

γu : � lim
λ È εk

Gt
0
À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢

1Als „Band” wird hiersowohl dasTight–Binding–Band,alsaucheinmagnetischesUnterbandbezeichnet.
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Abbildung 4.19.: Die vier Fälle bei zwei Fremdatomenim Kristall (α � 0). Angetragenist jeweils
Gt

0ãl � λ � ¬m� ¬m� gegen die Energie λ. Für alle AbbildungenwurdeUãl �¶� 4 gewählt. Die Schnittpunkte
vonGt

0ãl � λ � ¬m� ¬m� mit dergestricheltenLinie 1
U äm ergebendieStörstellenniveaus.
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anderUnterkantedesBandesannimmt.Entsprechendseiγo derGrenzwertanderOber-

kante. Wegen (3.15) hängensowohl γu, als auchγo, von U
À
l ab, ihre Beträgesind im

Allgemeinennicht gleich. Damit sind im Fall ohneMagnetfeldfolgendeSzenarienzu

unterscheiden(seio.B.d.AU
À
l µ 0):

1. FürU
À
m µ 0 hat(4.20)Ð genaueineLösungε Æ 1ÇÀm unterhalbdesBandes,wenn 1

U ám µ γu gilt.Ð genauzweiLösungenε Æ 1ÇÀm undε Æ 2ÇÀm unterhalbdesBandesfür 1
U ám ¨ γu.

2. U
À
m ¨ 0 liefert genaueineLösungε Æ 1ÇÀm von (4.20)unterhalbdesBandesundzusätz-

lich ein ε Æ 2ÇÀm oberhalbdesBandes,falls 1
U ám µ γo gilt.

Die vier verschiedenenFällewerdenin Abbildung4.19dargestellt.

Im Fall einesangelegtenMagnetfeldesgilt für dieKantenallermagnetischenUnterbänder¦ εk ¦´µ 4, der Wert von ρ0
À
l

 
εk ¥ ­m¢ (4.21) ist alsoimmer endlich,Ga

0
À
l

 
λ ¥ ­m¥ ­m¢ divergiert

wegen(3.15)anjederBandkante.Damit sindhier nurzweiFällezuunterscheiden:

1. FürnegativeU
À
m µ 0 hat(4.20)genauzweiLösungenunterhalbjedesmagnetischen

Unterbandes,ε Æ 1ÇÀm undε Æ 2ÇÀm . Dabeiliegt ε Æ 1ÇÀm energetischtiefer alsdasStörstellenni-

veaudesSystemsmit einemFremdatomε
À
l , undε Æ 2ÇÀm zwischenε

À
l undderUnterkante

desjeweiligenmagnetischenUnterbandes(sieheAbbildung4.20).

2. U
À
m ¨ 0 liefert genaueineLösungε Æ 1ÇÀm unterhalbjedesmagnetischenUnterbandes,

die gegenüberε
À
l angehobenist. Zusätzlichtritt ein Störstellenniveauε Æ 2ÇÀm oberhalb

jedesUnterbandesauf.

Zwei Störstellenliefern also im Azbel–Harper–Modell zu gegebenemα immer genau

2q Störstellenniveaus,falls die q Unterbändernicht entartetsind. EntarteteUnterbänder

reduzierendie Zahl der Störstellenniveaus.AnalogzumSystemmit einerStörstellehat

(4.20)keineLösungzwischenUnterbänderndie sichberühren.

DurchdasEinfügeneinesFremdatomsin dasKristallgitter amGitterplatz ­l entstehtein

Störstellenniveauε
À
l an jedemmagnetischenUnterband. Bildlich gesprochenspaltetε

À
l

durchHinzufügeneineszweitenFremdatomsgleichenTypsin diezweiStörstellennivaus
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Abbildung4.20.:BestimmungderStörstellenniveausbei zwei Störstellenim System(α � 1
3, nur ein Aus-

schnitt desSpektrums):Die Störstellensind an benachbartenGitterpunktenlokalisiert und gleich stark
Uãl � U ãm ��� 2. Angetragenist Ga

0ãl � λ � ¬m� ¬m� in Abhängigkeit von λ. Die Niveauswerdenmit Gleichung
(4.20)bestimmt.
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Abbildung4.21.:Wie Abbildung4.20jedochUãl �V� 2 undUãl � 2
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Abbildung 4.22.: Die Aufspaltungder Störstellenniveaus∆ bei zwei Fremdatomenim Azbel–Harper–
Modell zuα � 1

5 mit Uãl � U ãm ��� 2 in Abhängigkeit vomAbstandderStörstellend �¸� ¬l � ¬m� . DerAbstand
ist in Gitterkonstantenangegeben.Die NiveausliegenunterhalbdesUnterbandspektrums(a) bzw. in einer
Bandlücke(b).

ε Æ 1ÇÀm und ε Æ 2ÇÀm auf. Dabeiliegt ε Æ 1ÇÀm energetischunterhalbund ε Æ 2ÇÀm oberhalbdesursprüng-

lichen Niveausε
À
l . Die Aufspaltung∆ � ε Æ 2ÇÀm ¡ ε Æ 1ÇÀm nimmt mit wachsendem¦ ­l ¡ ­m ¦ im

Mittel ab,wie in Abbildung4.22dargestellt.

Ein ähnlichesVerhaltenfindet sich in der Molekülphysik. Setztmanbeispielsweiseein

H2 Molekül auszweiWasserstoffatomenzusammen,sospaltendieWasserstofforbitalein

ein bindendesundein antibindendesMolekülorbitalauf. Mit zunehmendemAbstandder

beidenWasserstoffatomenimmtdieseAufspaltungab.

Mit der beschriebenenVorgehensweiseläßt sich der Einfluß vieler Störstellenauf das

SpektrumdesGesamthamiltoniansabschätzen.Fügt man dem Systemmit zwei Stör-

stellensukzessiveweitereFremdatomehinzu,sowerdendieeinzelnenStörstellenniveaus

immerweiteraufspalten.N Fremdatomeführensozu N isoliertenStörstellenniveausin

jederBandlücke zwischenzwei magnetischenUnterbändern.Gehtmanvon einerstati-

stischenVerteilungder Störstellenstärkenaus,so ist anzunehmen,daßsichdie Störstel-

lenniveausin jederUnterbandlückeannäherndgleichmäßigverteilen.Im Spektrumlösen

sichdannmit wachsenderEnergie magnetischeUnterbändermit Bereichenab, in denen
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4.4. Zwei Störstellen

viele isolierteNiveausliegen.Die WellenfunktionenzudenisoliertenStörstellensindlo-

kalisiert,undtragendamitnicht zur Leitfähigkeit desSystemsbei. Die Wellefunktionen

zu denZuständenin denmagnetischenUnterbändernsinddagegennicht lokalisiert. Ei-

nederartigeAnordnungvon Bändernund isoliertenEnergieniveauswird alsallgemeine

Grundvoraussetzungfür dasAuftretendesganzzahligenQuanten–Hall–Effektsgesehen

[Jan].
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4. Störstellenim Kristall
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5. Zusammenfassung

In denvorangehendenAbschnittendieserArbeit wurdenachderHerleitungdesModell-

systemsdie zur Azbel–Harper–GleichungkorrespondierendeGreensfunktionberechnet.

SetztmandasHofstadterscheSpurpolynomals bekanntvoraus,so lassensich mit dem

hier entwickeltenAnsatzzumindestdie Diagonalelementeund die Elementeder ersten

NebendiagonalendieserResolventenanalytischberechnen.AndereAnsätze(z.B. [Uet])

erlaubenesnicht,dieanalytischeRechnungsoweit zu treiben,wie derhier verwendete.

WesentlicheEigenschaftenderGreensfunktion,beispielsweiseihr VerhaltenandenBand-

kanten,konntendamit rigorosbewiesenwerden.Der RealteilderDiagonalelementeder

Greensfunktiondivergiert andenKantendermagnetischenUnterbänder. Der Imaginär-

teil derResolventenüberdemSpektrumzeigtdasfür zweidimensionaleSystemetypische

Verhalten.Die darausabgeleiteteZustandsdichtefür Blochelektronenim Magnetfeldist

identischzubekanntenBerechnungen[Wa1].

Ein Vergleichmit derRechnungohneMagnetfeldzeigt,daßdieGreensfunktiondeszwei-

dimensionalenTight–Binding–Modellsim Grenzfall einesverschwindendenMagnetfel-

deskonsistentausderhier berechnetenResolventendesalmost–Mathieu–Operatorsher-

vorgeht.

In der anschließendenBerechnungdesStörstellen–Effekts mit Hilfe dieserErgebnisse

konntederEinflußeinesFremdatomsaufdasHofstadter–Spektrumbestimmtwerden:Ð Analogzu demeinenStörstellenniveaudesTight–Binding–Bandestritt im gestör-

ten Azbel–Harper–Modell genauein isolierterEigenwertan jedemnicht entarte-

ten magnetischenUnterbandauf. Die Ionisierungsenergie desStörstellenniveaus

wächstmit demBetragderStörstellenstärke.
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5. ZusammenfassungÐ Die EigenfunktionenzudiesenisoliertenEigenwertensindlokalisiert,allerdingsist

dieseLokalisierungnicht sostarkausgeprägtwie im Fall ohneMagnetfeld.Ð ZumindesteinephysikalischeGröße,die Ionisierungsenergie desunterstenStör-

stellenniveaus,gehtim Grenzfall einesverschwindendenMagnetfeldeskontinuier-

lich in dieAbspaltungdesTight–Binding–Niveausüber.Ð Die IonisierungsenergieeinesStörstellenniveausin einerLückezwischenzweima-

gnetischenUnterbändernhängteinerseitsvon derLageim Spektrum,andererseits

vonderBreitederjeweiligenUnterbandlückeab.Ð EineBetrachtungderauf die BreitederBandlücke normiertenIonisierungsenergie

führt zueinersehrinteressantenEigenschaftderStörstellenniveaus.Die Niveauszu

starkenStörstellenim RandbereichdesSpektrumskönnenihre physikalischenEi-

genschaftenändern:DonatorniveauswerdenzuAkzeptorniveaus,undumgekehrt.Ð DasSpektrumdesgestörtenSystemsist in ähnlicherWeisewie der Hofstadter–

Schmetterlingselbstähnlich.Ð Die ZustandsdichtedesgestörtenSystemswird von demGitterplatz,an dem sie

bestimmtwird, abhängig. Am Ort der Störstellewird sie soweit verändert,daß

siedie für zweidimensionaleSystemecharakteristischenEigenschaftennicht mehr

zeigt. Jeweitermansichvom GitterplatzderStörstelleentfernt,destoschwächer

wird derEinflußdesFremdatoms.

FügtmandemSystemein weiteresFremdatomhinzu,sozeigtsich,daßunabhängigvon

der Störstellenstärke beiderAtome immer zwei Störstellenniveausauftreten. Daseine

StörstellenniveaudeseinfachgestörtenSystemsspaltetsozusagenin zwei Niveausauf,

wobei daseinegegenüberdemursprünglichenNiveauabgesenktwird, dasanderewird

angehoben.DiesesVerhaltenerinnertan die Aufspaltungvon Wasserstofforbitalenbei

derBildungvon H2 in bindendeundantibindendeZustände.Die Aufspaltungnimmtmit

demAbstandderFremdatomeim Kristallgitter, zumindestim Mittel, ab.

In diesemPunktunterscheidetsich dasSystemmit angelegtemMagnetfeldvom reinen

Tight–Binding–Modell. Hier hängtdie Zahl der Störstellenniveausvon den einzelnen

StärkenderbeidenStörstellenab.
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GetreudemphysikalischenMotto „eins, zwei, unendlich”konntedasVerhaltendesSy-

stemsbeibeliebigvielenStörstellenmit stochastischverteiltenStärkenzumindestplausi-

bel gemachtwerden.Esergibt sichein Spektrumin demsichBereicheisolierterEigen-

wertemit Bändernabwechseln.Mit derLokalisierungderEigenzuständezudenStörstel-

lenniveausergibt sichdamitein Szenario,wie eshäufigzur Erklärungdesganzzahligen

Quanten–Hall–Effektsherangezogenwird.

EineexakteBerechnungderstatistischenGreensfunktionsteht,wie eineBerechnungder

Leitfähigkeit desgestörtenSystems,nochaus. Letzteregestaltetsichwegender nur an

StützstellendefiniertenGreensfunktionalssehrschwierig.

Zu erwähnenbleibt noch,daßalle ErgebnissedieserArbeit ausschließlichausdenEi-

genschaftenderAzbel–Harper–GleichungunddesdarausresultierendenHofstadterschen

Spurpolynomsabgeleitetwurden.Siegeltenalsofür alle Näherungen,die auf eineGlei-

chungvonderFormderAzbel–Harper–Gleichungführen.
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5. Zusammenfassung
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A. Zur Gleic hheit der Elemente in einer

Diagonalen

DiesesKapitel ist eineErgänzungzu denAusführungenin Abschnitt3.2.2:Die Auswir-

kungeinerzyklischenVertauschungderci in Ha aufdieAdjunktenAi � j von
 
Ha ¡ λ ¢ wird

genaueruntersucht.

DabeiseiAi � j dieAdjunktezu
 
Ha ¡ λ ¢ undA¹i � j dieAdjunktezu

 
H ¹ ¡ λ ¢ , wie in Anschnitt

3.2.2definiert,also

A¹i � j � Ai � j   ν ¹ ¢ «
Zunächstgilt für dieAdjunktenAi � i zudenDiagonalelementenvon

 
Ha ¡ λ ¢ :

Ai � i � A¹i £ 1 � i £ 1
 
1 Ï i Ï q¢ « (A.1)

Beweis:

Seizunächst2 µ i µ q. Streichtmanaus
 
H ¡ λ ¢ die i–teZeile unddie j–teSpalte,bzw.

aus
 
H ¹ ¡ λ ¢ die

 
i ¡ 1¢ –teZeile unddie

 
j ¡ 1¢ –teSpalte,soergebensichAdjunkteder

Gestalt

Ai � i �
ååååååååååååååå

b1 1 0 Û9Û9Û 0 e

1

0
... X

0

ē

ååååååååååååååå A¹i £ 1 � i £ 1 �
ååååååååååååååå

e

0

X
...

0

1

ē 0 ÛWÛ9Û 0 1 b1

ååååååååååååååå
95



A. Zur GleichheitderElementein einerDiagonalen

Dabeiist X einegemeinsameSubmatrixderGröße
 
q ¡ 2 æ q ¡ 2¢ :

X �
çèèèèèèèèèèèèèèèé

b2 1

1
... ...
.. . . . . 1

1 bi £ 1 0

0 bi Ã 1 1

1
... ...
.. . . . . 1

1 bq

êPëëëëëëëëëëëëëëëì
GehtmannunanalogzumBeweis von (3.43)vor undentwickelt Ai � i zunächstnachder

erstenZeile unddannnachder letztenSpalte,bzw. A¹i £ 1 � i £ 1 nachder letztenSpalteund

dannnachderletztenZeile,soerhältmanfür Ai � i undA¹i £ 1 � i £ 1 mit eē � 1:

Ai � i � b1 ¦X ¦W¡í¦X1
1 ¦W¡í¦Xq £ 2

q £ 2 ¦5§   ¡ 1¢ q   ē ¦Xq £ 2
1 ¦'§ e ¦X1

q £ 2 ¦ ¢ (A.2)

A¹i £ 1 � i £ 1 � b1 ¦X ¦W¡í¦X1
1 ¦W¡í¦Xq £ 2

q £ 2 ¦5§   ¡ 1¢ q   ē ¦Xq £ 2
1 ¦'§ e ¦X1

q £ 2 ¦ ¢ � Ai � i « (A.3)

Die NotationvonX îïîïîîïîïî wurdeausAbschnitt3.2.2übernommen.Dabeiist ¦Xq £ 2
1 ¦ dieDeter-

minanteeinerunterenDreiecksmatrix,die in derDiagonalenein Elementmit demWert

0 enthält.Sieist deshalbgleich0. Ebensoist ¦X1
q £ 2 ¦�� 0. Also gilt:

Ai � i � b1 ¦X ¦W¡í¦X1
1 ¦W¡í¦Xq £ 2

q £ 2 ¦ « (A.4)

Für i � 2 habendie Adjunktendie Gestalt

Ai � i �
ååååååååååååååå

b1 0 0 Û9ÛWÛ 0 e

0

0
... X

0

ē

ååååååååååååååå A¹i £ 1 � i £ 1 �
ååååååååååååååå

0

0

X
...

0

1

0 0 Û9Û9Û 0 1 b1

ååååååååååååååå
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mit

X : �
çèèèèèèèé b3 1 0 Û9Û9Û 0

1
... ... 0

0
... ... .. .

...
...

. . . 1 1

0 Û9ÛWÛ 0 1 bq

êPëëëëëëëì «
NachEntwicklungder Determinantennachder erstenZeile und der erstenSpalte,bzw.

nachderletztenSpalteunddererstenZeile folgt:

Ai � i � b1 ¦X ¦n¡ eē¦Xq £ 2
q £ 2 ¦ð¥

A¹i £ 1 � i £ 1 � b1 ¦X ¦n¡í¦Xq £ 2
q £ 2 ¦ «

Mit eē � 1 ergibt sichdaraus:

Ai � i � A¹i £ 1 � i £ 1 «
Der Beweis von Aq � q � A¹q £ 1 � q £ 1 ist analogdurchzuführen.A1 � 1 � A¹q � q zu beweisenist

trivial, denndiebeidenAdjunktenhabenexaktdie gleicheGestalt.

Esgilt alsofür alle i:

Ai � i   ν ¢ � A¹i £ 1 � i £ 1
 
ν ¢ � Ai £ 1 � i £ 1

 
ν ¹ ¢ ¥

wobei i moduloq zunehmenist.

Analogwird für dieAdjunktendererstenNebendiagonalevon
 
Ha ¡ λ ¢ vorgegangen:

Behauptung:

Ai � i Ã 1 � A¹i £ 1 � i  
2 Ï i Ï q ¡ 1¢ « (A.5)

Beweis:

Sei zunächst2 µ i µ q ¡ 1. DasVorgehenentsprichtdembeim Beweis von (A.1): In
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A. Zur GleichheitderElementein einerDiagonalen

Abhängigkeit von dergemeinsamenSubmatrix

X �
çèèèèèèèèèèèèèèèèèèé

b2 1

1
... ...
.. . . . . 1

1 bi £ 1 1

0 1 1

0 bi Ã 2 1

1
... ...
.. . . . . 1

1 bq

êPëëëëëëëëëëëëëëëëëëì
werdendie Determinantenentwickelt. AnalogzumBeweisvon (A.1) ergibt sich:

Ai � i Ã 1 � b1 ¦X ¦W¡í¦X1
1 ¦n¡í¦Xq £ 2

q £ 2 ¦5§   ¡ 1¢ q   ē¦Xq £ 2
1 ¦'§ e ¦X1

q £ 2 ¦ ¢ ¥
A¹i £ 1 � i � b1 ¦X ¦W¡í¦X1

1 ¦n¡í¦Xq £ 2
q £ 2 ¦5§   ¡ 1¢ q   ē¦Xq £ 2

1 ¦'§ e ¦X1
q £ 2 ¦ ¢ «

Dabeiist Xq £ 2
1 dieDeterminanteeinerunterenDreiecksmatrix,die in derDiagonalennur

Elementevom Wert 1 enthält,sie ist deshalbgleich1. Dagegenist ¦X1
q £ 2 ¦ die Determi-

nanteeinerobereDreiecksmatrixmit zweiDiagonalelementenvomWert0,sieist deshalb

gleich0. Esgilt also:

Ai � i Ã 1 � b1 ¦X ¦n¡í¦X1
1 ¦n¡à¦Xq £ 2

q £ 2 ¦'§   ¡ 1¢ qē ¦Xq £ 2
1 ¦ñ¥ (A.6)

A¹i £ 1 � i � b1 ¦X ¦n¡í¦X1
1 ¦n¡à¦Xq £ 2

q £ 2 ¦'§   ¡ 1¢ qē ¦Xq £ 2
1 ¦�� Ai � i Ã 1 « (A.7)
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Für i � 2 gilt:

X �
çèèèèèèèé 1 1

0 b4 1

1
... ...
.. . . . . 1

1 bq

ê ëëëëëëëì «
Die AdjunktenhabenfolgendeGestalt:

Ai � i Ã 1 �
ååååååååååååååå

b1 1 0 Û9Û9Û 0 e

0

0
... X

0

ē

ååååååååååååååå A¹i £ 1 � i �
ååååååååååååååå

0

0

X
...

0

1

ē 0 ÛWÛ9Û 0 1 b1

ååååååååååååååå
Darausfolgt:

Ai � i Ã 1 � b1 ¦X ¦'§   ¡ 1¢ qē ¦Xq £ 2
1 ¦5§   ¡ 1¢ q   ¡ 1¢ q £ 1eē¦Xq £ 2

q £ 2 ¦� b1 ¦X ¦W¡í¦Xq £ 2
q £ 2 ¦5§   ¡ 1¢ qē¥

A¹i £ 1 � i � b1 ¦X ¦W¡   ¡ 1¢ q £ 1ē ¦X1
q £ 2 ¦W¡í¦Xq £ 2

q £ 2 ¦� b1 ¦X ¦W¡í¦Xq £ 2
q £ 2 ¦5§   ¡ 1¢ qē«

AnalogläßtsichAq £ 2 � q £ 1 � A¹q £ 3 � q £ 2 beweisen.

Damit gilt

Ai � i Ã 1
 
ν ¢ � A¹i £ 1 � i   ν ¢ � Ai £ 1 � i   ν ¹ ¢ «

Behauptung:

Ai � j � A¹i £ 1 � j £ 1
 
2 Ï i Ï j Ï q¢ «
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A. Zur GleichheitderElementein einerDiagonalen

Beweis:

Für2 µ i µ j µ q ¡   i ¡ j ¢ ¡ 1 habenAi � j undA¹i £ 1 � j £ 1 die gemeinsameSubmatrix

X �

çèèèèèèèèèèèèèèèèèèèèèèèèèèèèé

b1 1

1
... ...
.. . . . . . . .

1 bi £ 1 1

0 1 bi Ã 1 1

0 1
... ...

.. . . . . . . . 1

0 1 b j £ 1 0

0 1 1

0 b j Ã 1 1

1 b j Ã 2
. . .

. . . . . . 1

1 bq

êPëëëëëëëëëëëëëëëëëëëëëëëëëëëëì
«

Die Adjunktenergebensichdamitzu

Ai � j � b1 ¦X ¦W¡í¦X1
1 ¦W¡í¦Xq £ 2

q £ 2 ¦5§   ¡ 1¢ q   ē ¦Xq £ 2
1 ¦'§ e ¦X1

q £ 2 ¦ ¢ ¥ (A.8)

A¹i £ 1 � j £ 1 � b1 ¦X ¦W¡í¦X1
1 ¦W¡í¦Xq £ 2

q £ 2 ¦5§   ¡ 1¢ q   ē ¦Xq £ 2
1 ¦'§ e ¦X1

q £ 2 ¦ ¢ � Ai � j « (A.9)

X1
q £ 2 ist eineobereDreiecksmatrix,die in der Diagonalen¦ i ¡ j ¦+§ 1 mal die 0 enthält,

deshalbist ¦X1
q £ 2 ¦ gleich0. Esgilt also:

Ai � j � A¹i £ 1 � j £ 1 � b1 ¦X ¦W¡í¦X1
1 ¦W¡í¦Xq £ 2

q £ 2 ¦5§   ¡ 1¢ qē¦Xq £ 2
1 ¦ «
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Für i � 2 µ j µ q ¡   j ¡ i ¢ ¡ 1 habendie AdjunktendieGestalt

A2 � j �
ååååååååååååååå

b1 1 0 Û9ÛWÛ 0 e

0

0
... X

0

ē

ååååååååååååååå ¥ A¹1 � j £ 1 �
ååååååååååååååå

0

0

X
...

0

1

ē 0 Û9Û9Û 0 1 b1

ååååååååååååååå «
Mit dergemeinsamenSubmatrix

X �
çèèèèèèèèèèèèèèèèèé

1 b3 1
... ... .. .

1 b j £ 2 1

1 b j £ 1

1 1

b j Ã 1 1

1
... ...
.. . . . . 1

1 bq

ê ëëëëëëëëëëëëëëëëëì
«

Die EntwicklungderAdjunktenführt zudemErgebnis:

A2 � j � b1 ¦X ¦n¡ eē¦Xq £ 2
q £ 2 ¦5§   ¡ 1¢ qē¦Xq £ 2

1 ¦ñ¥
A1 � j £ 1 � b1 ¦X ¦n¡à¦Xq £ 2

q £ 2 ¦'§   ¡ 1¢ qē ¦Xq £ 2
1 ¦7� A2 � q «

Analogläßtsichzeigen,daßAi � q � A¹i � q £ 1. Esgilt alsofür alle1 µ i Ï j µ q

Ai � j   ν ¢ � A¹i £ 1 � j £ 1
 
ν ¢ � Ai £ 1 � j £ 1

 
ν ¹ ¢ «

WegenderSymmetrievon G (3.46)sinddie angeführtenBeweiseauchfür alle 1 µ j Ï
i µ q gültig. Esgilt alsofür alle i ¥ j   1 µ i µ q ¥ 1 µ j ¥ q¢

Ai � j   ν ¢ � A¹i £ 1 � j £ 1
 
ν ¢ � Ai £ 1 � j £ 1

 
ν ¹ ¢ «
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A. Zur GleichheitderElementein einerDiagonalen
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B. Die Greensfunktion für große ò l ó m ò
Die ElementederGreensfunktionzumAzbel–Harper–HamiltonianHa werdenmit (3.32)

berechnet

Ga   λ ¥ m¥ l ¢ � 1
4π2

q

∑
kô 1

π¿£ π

π¿£ π

gk
m
 
µ ¥ ν ¢ ḡk

l

 
µ ¥ ν ¢

λ ¡ εk
 
µ ¥ ν ¢ dµdν « (B.1)

Damit erhält man Ga   λ ¥ m¥ l ¢ für alle l und m, die in einer Periodedesmagnetischen

Übergittersmit ¦ l ¡ m ¦�µ q liegen. Eine möglicheFortsetzungder Greensfunktionfür¦ l ¡ m ¦võ q kannmit Hilfe desFloquet–Theorems(2.29)konstruiertwerden,esgilt

gmÃ hq � eihqµgm ¥ (B.2)

dabeiist h derganzzahligeAnteil von ¤ l £ m¤
q .

DurchEinsetzenvon (B.2) in (B.1) kannGa auchfür ¦ l ¡ m ¦võ q berechnetwerden

Ga   λ ¥ m¥ l ¢ � 1
4π2

π¿£ π

π¿£ π

eihqµ
q

∑
k ô 1

gk
mq

 
µ¥ ν ¢ ḡk

l

 
µ ¥ ν ¢

λ ¡ εk
 
µ ¥ ν ¢ dµdν ¥

mit mq � mmodq.

Für ¦ l ¡ m ¦vµ q ist dieseFormvon Ga mit derbisherigenidentisch.Zudemist sieentlang

einerKristallachsegleichderGreensfunktionüberdemgesamtenKristallgitterGe (3.29).

Mit (3.36)kannGa auchausgedrücktwerdenals

Ga   λ ¥ ­a ¥ ­a¹ ¢ � 1
4π2

2π¿
0

2π¿
0

eihqµ Al �mq

P
 
λ ¥ µ ¥ ν ¢ dµdν « (B.3)

Die Integrationsgrenzendürfenwegender Periodizitätder Al �mq (sieheAbschnitt3.2.2)
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B. Die Greensfunktionfür große ¦ l ¡ m ¦
verschobenwerden.

Für m � l § hq (mit o.B.d.A. h õ 0) ist Al �mq in (B.3) gleich Al � l . Dieseshängtwegen

(A.4) nicht vonµ ab. Somitkanndasdµ–Integral in (B.3) als

I � 1
2

f

2π¿
0

eihqµ 1
1 ¡ f cos

 
qµ¢ dµ

� 1
2q

f

2πq¿
0

cos
 
hµ¹ ¢

1 ¡ f cos
 
µ¹ ¢ dµ¹ö§ i

1
2q

f

2πq¿
0

sin
 
hµ¹ ¢

1 ¡ f cos
 
µ¹ ¢ dµ¹ (B.4)

mit

f : � 2
P
 
λ ¢ ¡ 2cos

 
qν ¢ (B.5)

dargestelltwerden.

Die beidenIntegralein (B.4) sindin [Gra] zu finden.Der Imaginärteilverschwindet,der

Realteilergibt

I � 2π÷
1 ¡ f 2 ø 1 ¡ ÷ 1 ¡ f 2

f ù h « (B.6)

Liegt λ außerhalbdesSpektrumsgilt ¦P   λ ¢ ¦ú¨ 4. Für positive P
 
λ ¢ gilt dann0 µ f µ 1

unddeshalb

0 µ 1 ¡ ÷ 1 ¡ f 2

f
µ 1 « (B.7)

Mit demLogarithmusvon I

ln I � hln ø 1 ¡ ÷ 1 ¡ f 2

f ù § const «
läßtsichdieh–Abhängigkeit von I leichtangeben.Wegen(B.7) gilt

I © e£ h « (B.8)

Um Ga zu berechnen,ist Al � l Û I nochüberν zu integrieren,esist zumindestnaheliegend,

daßdie e£ h–Abhängigkeit nachdieserIntegrationerhaltenbleibt. NumerischeRechnun-

genbestätigendieseVermutung.
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C. Die Zustandsdic hte des Systems mit

einem Fremdatom

Die Zustandsdichteim zweidimensionalenModell mit einemFremdatomamGitterplatz­l ist mit (3.5)und(4.9)gegebendurch

ρ
  ­m¢ � ¡ 1

π
ℑ û G Ã0   ε ¥ ­m¥ ­m¢vü� ¡ 1

π
ℑ Ä G Ã0   ε ¥ ­m¥ ­m¢ § U

G Ã0   ε ¥ ­m¥ ­l ¢ G Ã0   ε ¥ ­l ¥ ­m¢
1 ¡ UG Ã0   ε ¥ ­l ¥ ­l ¢ Å «

Dabeiist G0 die GreensfunktionzumHamiltonoperatordesungestörtenSystemsH0.

G0
 
λ ¢ ist für alle λ, die keineEigenwertevon H0 sind,reell (siehe[Mor]) für dasTight–

Binding–Modell bzw. (3.45) für dasAzbel–Harper–Modell) und symmetrisch(3.46).

Deshalbgilt

G0
 
λ ¥ ­l ¥ ­m¢ � G0

 
λ ¥ ­m¥ ­l ¢ «

Die GreensfunktionG Ã0   ε ¢ überdemSpektrumvonH ist durchdenGrenzwert

G Ã0   ε ¢ � lim
sÈ 0

G0
 
ε § is¢

definiert.

Wie manleicht sieht,gilt die Symmetrie(3.46)auchüberdemBand:

G Ã0   ε ¥G­l ¥ ­m¢ � G Ã0   ε ¥ ­m¥¾­l ¢ «
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C. Die ZustandsdichtedesSystemsmit einemFremdatom

Mit

G0
 
ε ¥ ­l ¥ ­l ¢ � G0

 
ε ¥ ­m¥ ­m¢

folgt sofort

G Ã0   ε ¥G­l ¥¾­l ¢ � G Ã0   ε ¥ ­m¥ ­m¢ «
Definierenwir

G Ã0   ε ¥G­l ¥G­l ¢ : � a § ib ¥
G Ã0   ε ¥G­l ¥ ­m¢ : � c § id ¥

a ¥ b ¥ c ¥ d ýÔþ , soergibt sichdieZustandsdichtedesgestörtenSystemsals

ρ
  ­m¢ � ¡ 1

π
ℑ ÿ   a § ib¢ § U

 
c § id ¢ 2

1 ¡ U
 
a § ib¢��� ¡ b ¡ 2Uab § U2a2b § U2b3 § 2Ucd ¡ 2U2cda § U2bc2 ¡ U2bd2

π
 
1 ¡ 2Ua § U2a2 § U2b2 ¢ « (C.1)

Am Ort derStörstelle ­m � ­l gilt

c � a ¥
d � b«

Eingesetztin (C.1)ergibt die ZustandsdichteamOrt derStörstelle:

ρ
 
ε ¥ ­l ¢ ��¡ 1

π
b

1 ¡ 2Ua § U2a2 § U2b2 � ρ0ååå 1 ¡ UG Ã0   ε ¥¾­l ¥G­l ¢ ååå 2 « (C.2)

An einerBandkantemit ε � εk habena undb dieGrenzwerte

lim
ε È εk

a � � ∞ ¥ (C.3)

lim
ε È εk

b � bk « (C.4)
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Darausfolgt derGrenzwertvon ρ
 
ε ¥G­l ¢ anderBandkante:

lim
ε È εk

ρ
 
ε ¥G­l ¢ � 0 « (C.5)

Im ZentrumdesBandes(P
 
εz
¢ � 0) hatdieZustandsdichtedesungestörtenSystemseine

Singularität. Der Grenzwertvon ρ
 
ε ¥ ­l ¢ für ε Ö εz im gestörtenSystemergibt sich mit

denGrenzwerten

lim
ε È εk

a � az ¥ (C.6)

lim
ε È εk

b � ∞ « (C.7)

als

lim
ε È εz

ρ
 
ε ¥ ­l ¢ � 0 « (C.8)

Die Singularitätim ZentrumdesBandesverschwindetdamit.

EinenGitterplatznebender Störstellein x–Richtung, ­m � ­l §  
1 ¥ 0¢ , gilt wegen(3.73)

bzw. (3.10):

G0
 
λ ¥¾­l ¥ ­m¢ � 1

4
² λG0

 
λ ¥¾­l ¥¾­l ¢ ¡ 1³

unddeshalb

G Ã0   ε ¥¾­l ¥ ­m¢ � 1
4
² εG Ã0   ε ¥¾­l ¥¾­l ¢ ¡ 1³ ¥

also

c � 1
4

 
λa ¡ 1¢ ¥

d � 1
4

λb«
Durcheinsetzenin (C.1)erhältman

ρ
 
ε ¥ ­m¢ � b » ¡ 16 § 32Ua ¡ 16U2a2 ¡ 16U2b2 ¡ 2Uε2a § U2ε2a2 § 2Uε § U2b2ε2 ¡ U2 ¼

16π
 
1 ¡ 2Ua § U2a2 § U2b2 ¢ «

Mit denGrenzwerten(C.3)und(C.4) folgt derGrenzwertvon ρ
 
ε ¥ ­m¢ anderBandkante:

lim
ε È εk

ρ
 
ε ¥ ­m¢ � 1

π
bk Ì 1 ¡ ε2

k

16 Í « (C.9)
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C. Die ZustandsdichtedesSystemsmit einemFremdatom

Im ZentrumdesBandesε � εz mit P
 
εz
¢ � 0 hat die Zustandsdichtedesungestörten

Systemsρ0 eineSingularität.DieseEigenschaftbleibt im gestörtenSystemerhalten.Die

ZustandsdichteamGitterplatznebenderStörstelle ­m, ρ
 
ε ¥ ­m¢ , divergiert:

lim
ε È εk

ρ
 
ε ¥ ­m¢ � ∞ « (C.10)
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D. Verwendete Bezeichnung en

Um dasLesendieserArbeit zuerleichtern,sindhierdiehäufigverwendetenBezeichnun-

genundihre Bedeutungkurzaufgeführt.¦M ¦ Mit einerMatrix M bezeichnetdie Determinante.

Ai � j Die KlassischeAdjunktevon
 
λ ¡ Ha ¢ , die DeterminantederMatrix, die aus 

λ ¡ Ha¢ durchStreichender i–tenZeileundder j–tenSpalteentsteht,multi-

pliziert mit
  ¡ 1¢ i Ã j .

α Die Zahl der magnetischenFlußquantenpro Elementarzelleim Azbel–

Harper–Modell (2.24). Wird meistals rationalmit α � p
q (p ý�� , q ý�� p ¥ q

teilerfremd)angenommen(2.28).

ci 2cos
 
2παi ¡ nu¢ (2.30).

∆ε Die IonisierungsenergieeinesStörstellenniveaus.

ε Ein EigenwertdesjeweilsbetrachtetenSystems.

εk EineBandkantedesjeweilsbetrachtetenSystems.

εr Die Energie einesResonanzniveaus.

εs Ein Störstellenniveau.

εz DasZentrumeinesBandes,hier hatdasBandim ungestörtenFall eineVan–

Hove–Singularität,esgilt P
 
εz
¢ � 0.

g j Der WertderEigenfunktionzuHa anderStützstellej.

G � Die GreensfunktionüberdemkontinuierlichenSpektrumvon H, definiertals

G �   ε ¢ � l imsÈ 0G
 
ε � is¢ .

Ga Die GreensfunktionzumAzbel–Harper–HamiltonianHa.

Ge Die GreensfunktionzuHe.

Gt Die GreensfunktionzumTight–Binding–HamiltonianHt.

Ha Der Azbel–Harper–Hamiltonian(2.30).
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D. VerwendeteBezeichnungen

He DereffektiveHamiltonianfür Bloch–Elektronenim Magnetfeld(2.23).Er ist

im UnterschiedzuHa überdemgesamtenQuadratgitterdefiniert.

Ht DerTight–Binding–Hamiltonianin Einbandnäherung(2.12).

K DasvollständigeelliptischeIntegralersterArt.

K ¹ DaskomplementärevollständigeelliptischeIntegralersterArt.

λ EineEnergie in EinheitenderskaliertenEnergie.

ν Die Bloch–PhasedesElektronsin y–Richtung(2.25).

µ Die Floquet–PhasedesElektronsin x–Richtung(2.29).

p DerZählervon α � p
q .

P
 
λ ¢ DasHofstadterscheSpurpolynom(2.33). Eswird berechnetals ¦ λ ¡ Ha ¦ mit

ν � µ � π
2q.

P
 
λ ¥ µ¥ ν ¢ P

 
λ ¢ ¡ 2cos

 
qµ¢ ¡ 2cos

 
qν ¢ (2.34).

q DerNennervon α � p
q .

ρ
 
ε ¢ Die ZustandsdichtedesjeweilsbetrachtetenSystems.

U Die Stärke einerStörstelle,d.h. die AbweichungdesPotentialsdesFremd-

atomsvon demderrestlichenGitteratome(sieheAbbildung4.1).

zi � j DerWert derEigenfunktionvonHe anderStützstelle
 
i ¥ j ¢ .
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