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1. Einleitung

Bereitsmit demEinzugderQuantenmechanik die Theoretisché&estkorperphysiktell-
te ein ehereinfachedModellsystendie neueTheorievor ein gro3esProblem.Die Schro-
dingegleichungeinesElektronsin einemperiodischerPotentialbei angelgtemMagnet-
feld ist nicht separabelDasProblemdesDiamagnetismuson MetallenundHalbleitern,
mit demnocheinfachererModell desfreienElektronengaseschonum 1930von Landau
geldst, erwiessich somit bei der etwas realistischererBeschreibng auf der Basisvon
Blochfunktionenalsunernartetkompliziert.

Die physikalischeBedeutungdiesesSystemsst unbestrittengine Vielzahl quantenme-
chanischeEffekte konntein Experimenteran Elektronenin einemKristallgitter bei an-

gelgtem Magnetfeldgefundenwerden. Insbesonderelurch die Entdeckungdesganz-

zahligenQuanten—Hall-E&kts durch Klaus von Klitzing im Jahre1980 [Kli] hat die

theoretischeBeschreibing deszweidimensionaleitlektronengasesn Magnetfeldeine

wahreRenaissancerlebt.

Bis heutefiihren nahezualle Ansatzezur Losungdes Problemsder Nichtseparabilitat
durchEinfuhrungderEinband—Naherungufeineeindimensional®ifferenzengleichung,
dieihrewohl bekanntest&ormin dersogenannteAzbel-HarperGleichungjn derma-
thematischerPhysik als almost—Mathieu—Gleichunigezeichnetfindet. Sie wurdezum
erstenMal im Jahrel955von P. G. Harperaufgestell{Har].

Die Azbel-HarperGleichungist sicherlichkein perfektesFestkdrpermodelidie Néhe-
rungendie bei ihren Herleitungeneweils gemachtwerden,wie Kapitel 2 dieserArbeit
beschriebensind betrachtlich. Dennochwiedersetztesich die Gleichungfir anndhernd
20 JahreeinerexaktenallgemeinerL6sung.ErstHofstadtergelangesim Jahrel975zum
ersterMal, dasSpektrumeinesElektronsin demdurchdie Azbel-HarperGleichungde-
finiertenSystemanzugebenndtopologischzuklassifizierenErgebnisvardersogenann-



1. Einleitung

te HofstadterSchmetterlingHof1][Hof2]. Seitherstellt die Azbel-HarperGleichung
einenGegyenstanaktuellerForschunglar, dieserTrendist auchheutenochungebrochen
(siehez.B. [Kel],[Lip] und[Pap]).

Im Gegensatdazuist dasProblemeinesElektronsin einemKristallgitter mit einemoder
mehrererFremdatomeischonlangegeldst.Im Jahr1949gelangesJ. C. Slater die Stor
stellennveausin Tight—-Binding—Naherungu berechnenmit Hilfe der Greensfunktion
konntedie Rechnungm Jahr1954durchG. F. Kostnerund J. C. Slaterwesentlichver-
einfachtwerden[K0s3.

Alle UntersuchungedesAzbel-HarperModellsgehenvon einemperfektenEinkristall

aus. Fastalle wesentlichertffekte der experimentellerFestkorperphysibasiererdage-
gen auf dotiertenHalbleitern, derenKristallstruktur ist durch Fremdatomegestort. In

dieserArbeit soll nun der Versuchunternommenwerden, den bekanntenAnsatz von

Kostnerund Slaterzur Behandlungvon Stérstellenin einemFestkérperauf dasAzbel—
HarperModellzu Ubertragemndsodie AuswirkungeinesFremdatomsaufdasSpektrum
desModellsystemspund anderephysikalischeGréRen—sofernsie sich ausder Azbel—
HarperGleichungableitenlassen—zu berechnen.

Um dieseAufgabezu bewaltigen,wird zunachstn Kapitel 2 die HerleitungdesModell-
systemskizziert. NacheinerBeschreibngderTight—Binding—NaherungndderHerlei-
tung dessogenannteiiight—Binding—Hamiltoniansvird mit Hilfe derPeierls—Onsager
Hypotheseein moglicherWeg zur Azbel-HarperGleichungaufgezeigt. Der effektive
Hamiltonoperatofir Blochelektronenm Magnetfeldwird ausihr abgeleitet. Einigeder
wesentlichereigenschaftedliesesVodellswerdenim AnschlufRdaranerlautert.

Im dritten Kapitel werdendie mathematische@rundlagerfir dasangestrebtiel er-
arbeitet: die Berechnungler Greensfunktiorfir Teilchenin einemperiodischerPoten-
tial, zunachsbhneangelgtem Magnetfeld. Analog zu dieserRechnungwird danndie
Greensfunktiorfur ein zweidimensionale&lektronengasm Kristallgitter bei angelg-
tem Magnetfeldso weit wie mdglich analytischund dannnumerischberechnetind dis-
kutiert. Einige wesentlicheEigenschafterner Greensfunktiorwerdenrigorosbewiesen,
die Parallelenzum SystemohneMagnetfeldausfuhrlichdagestellt.

In Kapitel 4 wird die berechnet&reensfunktiorzur exaktenBerechnunglesSpektrums
mit Storstellerbenttzt.Dabeiwird zunachsallgemeinvorgegangenMit denBerechnun-
genausKapitel 3 ist eineallgemeineAbschatzungler AuswirkungeneinesFremdatoms
aufdasSpektrumdesModellsystemsyunabhangigyom angelgtenMagnetfeld moglich.



Die BerechnunglesgestorterSystemsohneMagnetfeldwird im Anschluf3vorgefihrt.
Daraufhinwird dasSpektrum(und die ZustandsdichtejlesAzbel-HarperModells, zu-
nachstmit einerStorstelleberechnethier ergebensichdie zentralerErgebnisse:

e Eine isolierte lokale Storung, also ein Fremdatom,erzeugtin jeder Licke des

HofstadterSpektrumsalso zwischenzwei magnetischetnterbandernein Stor
stellennveau.

e Im Innerender Gruppenvon magnetischetynterbanderndie im allgemeinersehr
dicht liegen,werdendaherdie lonisierungsengien ausdenlokalisiertenStorstel-
lenniveaussehrklein.

e Die Rolle von Donatorerund Akzeptorenkannim genannteriall dicht liegender
Unterbandewertauschtverden.

e Die Eigenfunktionerzu denStorstellennieaussindlokalisiert.

Schlief3lichwird in Abschnitt4.4 dasProblemmit zwei Storstellenn Abhangigleit von
derenAbstandund Lage behandelt. Das Spektrumvon zwei Fremdatomenm anson-
stenperfekterKristallgitterlaRtSchlissaufdie Auswirkungbeliebigvieler Streuzentren
zu; dasausderqualitatvenDiskussiondesganzzahligetQuanten—Hall-Bektsvertraute
Bild vonLandau—Banderim dotiertenSystememnit ausgedehntedustandemm Inneren,
lokalisiertenZustanderam Bandrandwird zumindestendenzielbestatigt.

Einige derlangwierigererRechnungenmlieserArbeit wurdenim AnhangA bis C aufge-
nommen.Im AnhangD werdendie in derArbeit haufigverwendeteBezeichnungemit
ihrer Bedeutungzur besseretbersichttabellarischaufgefiihrt.
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2. Die Azbel-Harper —Gleic hung

Ziel dieserArbeit ist es,denEinfluR von Fremdatomeiauf dasSpektrunvon Blochelek-
tronenin einemidealerKristall beiangelgtemMagnetfeldzubestimmenAls Ausgangs-
punktdientdassogenanntdight—-Binding—ModelleinesidealenKristalls ohneStorstel-
len. SeineHerleitungwird in Abschnitt2.1skizziert.

DarananschlieRendavird in Abschnitt2.2 mit Hilfe der Peierls—OnsageHypotheseein
effektiver Hamiltonoperatorbei angelgtem Magnetfeldabgeleitet. Die wesentlichen
Eigenschaftedessogenanntezbel-HarperHofstadterModells werdenbeschrieben
und diskutiert. DiesesModellsystembildet die Grundlagefirr die weitere Arbeit, die
Berechnungler Storstellennieauamit Hilfe der Greensfunktion.

2.1. Der Tight-Binding—Formalism us

Um die Bewegungvon Elektronenin einemKristallgitter zu beschreibenstellt die Fest-
korperphysikverschieden&erfahrenbereit. JenachStarle der Bindungder Elektronen
andie Gitteratomewird zwischenfreiem Elektronengasind schwachbzw. starkgelun-
denenElektronenunterschieden.Diese Arbeit wird sich auf den Ansatzfur stark ge-
bundeneElektronendensogenannteilight—-Binding—Formalismuspeschrangn. Seine
Herleitungist in denStandardwer&n zur Festkorperphysikz.B. [Ash], [Kil] oder[Ki2],
ausfuhrlichbeschriebenlm Folgenderwird die Vorgehensweiskurz dagestellt.

EinidealerKristall ist ausregelméRigangeordneteAtomenandenGitterpunkterRy mit
denGitterindizesn aufgebaut.Der HamiltonoperatoeinesElektronsim Potentialaller
Kristallatomelautetdaher:

hZ

H :—%A-I-;VAtom(?_ﬁﬁ)- (2.1)



2. Die Azbel-HarperGleichung

DieserOperatorla3t sich durchden HamiltonoperatoeinesElektronsim Potentialdes
Gitteratomsan einemGitterplatzR; darstellen.Der EinfluR aller andererKristallatome
wird in einemStortermVg zusammengetfit. Dieserbericksichtigidie Atompotentiale
aller AtomeandenrestlichenGitterplatzerRy:

2

h — —
2m

Der PotentialtermVg muf3gewvahrleistendal3iderHamiltonoperatoH die volle Symme-
trie desperiodischerGittersbesitzt,wasz.B. durchfolgendenAnsatzerfillt wird:

VS = z VAtom(?_ Ifér‘ﬁ)
M:£N

Die Eigenfunktionervon H sinddie sogenannteBloch—Funktionenl (). Dieselassen
sichals ProdukteinerebenenNelle undeinerperiodischerOrtsfunktionausdriickn:

Wiz = (@),
w(T+R) = w(r).

Dabeistellt R einenGittervektordar, K einenVektordesreziprolenGitters.

Die Blochwellenzeichnersichinsbesonderdurchihre Translationseigenschafteezig-
lich der GittervektorenK undR aus:

W g™ = (M),
W(F+R) = (M.

Aufgrund ihrer Periodizitatim reziprolen Gitter lassensie sich als Fourierreihein den
Gittervektorenentwickeln:

—

() = o S FRw(r Ry 23)
n

Die W (F — Ry) in (2.3) werdenals Wannie~Funktionerbezeichnetsie sind im Gegen-
satzzu Blochfunktionerjeweils um denGitterplatzRy lokalisiert. Aufgrund dieser_oka-
lisierunglassensich die Wannier-Funktionemachden Eigenfunktionenyp; (7 — Ry) des
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Hamiltonoperator$l a.om entwickeln:

Wi(F—Re) = > @ (F—Ry).
]
Die Summeéauft dabeilberalle EigenzustanddesGitteratoms WegendieserEntwick-
lung wird dasVerfahrenin der Literatur oft als LCAO (linear combinationof atomic
orbitals)bezeichnet.

Im einfachsterall gehtmandavon aus,dal3sich dasElektronin einems-Orbital befin-
detund aufgrunddesgeringenUberlappseinzig die s-Wellenfunktionvon H atom €inen
nennenswerteBeitrag zur Entwicklungder WannierFunktionenliefert!. Damit emibt
sichfir die Wellenfunktiondesgesamterdamiltonoperators:

w¢m=j%;$ﬁ%6—%» (2.4)

Die Genauigleit dieseNaherungimmt mit wachsendeGitterkonstantezu, daderUber
lapp zwischenden WannierFunktionenan verschiedenefeitterplatzenmmer geringer
wird.

Die Dispersionsrelatiofiir dasElektronim Kristallgitter ist allgemeindurch

o <UW(T) [ H | gg(r) >

B = e T > (5)

gegeben. Setztmandie Wellenfunktionen(2.4) in (2.5) ein und berlcksichtigizudem,
daRim Nennervon Gleichung(2.5) wegender starken LokalisierungdesElektronsim
s—Orbital nur die N Termemit i = m merklichvon Null verschieden&Verteannehmen,
ergibt sichfolgendeDispersionsrelation:

i, m

-/(P’é(?— Rm) [HAtom(?— Ra) +Va (F — Rq) | @s(F— Ry) dF. (2.6)

IDie Rechnungiir p bzw. d—Orbitalekannanalogdurchgefiihriverden(siehez.B. [Ash]), wegender
héhererEntartungundderkompliziertererSymmetridiefert sieaberwesentlickkomplexereResultate.
Diesekdnnenz.T. mit denErgebnissefiir s-Orbitalegendhertverden.
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Die Exponentialéiktoreng®(Ri—Rm) werdenin denN Fallenri = m zu 1. Durch zusétzli-
chesAufspaltenin die IntegraleliberH a.om undVg zerféllt(2.6)in zwei Terme.Der erste
gibt die Enegie desElektronsim s-ZustanckineseinzelnerAtomsan:

Es= [ G5(T—Ro) Hiom(r — Ro) @5(r — Ro) . 2.7)

DerzweiteTermbeschreibeineAbsenkundgVg < 0) dieserEnegie durchdie Potentiale
derrestlicherKristallatome:

Ai= [ GE(r—Ro)Va(r - Ry ou(r— Ro) d. (2.8)

Furalle ii # mverschwindetler Beitragvon H aom aufgrunddesgeringenUberlappger
Funktionengs(T — ﬁﬁ) zu verschiedenesGitterpunkten. Ubrig bleibennur noch Terme
derForm
B:— Ly gkFufuly, (2.9)
N ﬁ;m

mit

Vi= [ @t~ Re) Va(F~ Rl o — Ro) . (2.10)

WegendesgeringenUberlappsder s-Orbitalegentigtes,in (2.9) nur die nachsterNach-
barnzu bertcksichtigenlm einfachkubischenGitter gilt damitftir die Ortskoordinaten:

Ri— Ry € {(£a,0,0); (0,£a,0); (0,0,4a)}.

Aufgrundder PeriodizitatdesPotentials/g und der Kugelsymmetriader s-\Wellenfunk-
tion zerfallt die Summe(2.9) in sechgyleichelntegrale, multipliziert mit denjeweiligen
Exponentialfunktionendie zu cos—ermenzusammengefitwerdenkdonnen:

—

Es(k) = Es+ A+ 2V - (cogk«@) + cogkya) + cogk;a)) . (2.11)

JedeEnegienveaudesGitteratomsEg wird alsodurchdenEinflud deranderenAtome
im Gitterum |A| abgesenktind zu einemBandder Breite 2V aufgeveitet. Die zugehdri-
genEigenzustandsinddurch(2.4) gegeben.

Damit ist dasProblem,ein Elektronim idealeneinfach kubischenKristall” prinzipiell
geldst. In dieserArbeit soll Stérungsrechnungit Hilfe der Greensfunktioran diesem

10



2.1. DerTight-Binding—Formalismus

Systemdurchgefuhriverden.Deshalbist esnétig, einenmdglichsteinfacheneffektiven
HamiltonoperatoH! aufzustellen.

Ein mdglicherWeg, dieserOperatorzu konstruiererwird in [Eco] aufgezeigtDie Menge
der WannierFunktionenM (F — R;) ist abgeschlossefsiehez.B. [Ki2]). Deshalbkann
jederOperatolin derBasisderWannierFunktionerausgedrickiverden.Reduzieriman
die Betrachtungauf einenBandind« ig, laf3t sich ein effektiver Hamilton—Operatodes
Tight-Binding—Modelldolgendermal3eangeben:

H = Z Dex(T]+ Z |F>vnm<m\. (2.12)
I I,m

Dabeiist €5 durchdie Enegie desig—ten AtomorbitalsE;, (reduziertum A aus(2.8))
gegebenund Vqm, entsprichtdemWert von 'V, wie in (2.10) definiert. Die Vektoren|m)
entsprechedenWannierfunktione, (s — ﬁﬁ) am Gitterplatzm. Die Summenraufen
tiberalle Gitterplatzel, mim Kristall.

Die Matrixelementadeseffektiven Hamiltonoperator$it egebensichsoals

(AIH'|M) = €ndnm+ Virm. (2.13)
Im periodischerSystenyilt:
& = € furalleGitterpunktel
Vl",m = Vi_g

Wie obenwird die Wechselirkung auf nachsteNachbarnreduziert,dennder Uberlapp
derEigenzustandeon H a;om ist sehrklein:

v fir I, M nachsteNachbarn
Vpo = ’ (2.14)
’ 0 sonst
Furdie weiterenBetrachtungemvird V = 1 gesetzt.
Fernersetzerwir 0.B.d.A.
go=0. (2.15)

Die Mengeder{|I}} ist ein OrthonormalsysteraufgrundderEigenschaftederWannier

11



2. Die Azbel-HarperGleichung

Funktionen:
(2.16)

Mit denVereinfachunger(2.14)und (2.15) kdnnendie Eigenwertes(R) und Eigenfunk-
tionen|k) sofortberechnetverden:

(2.17)

K =—=5 e4|i) (2.18)
T

Dabeiist k beschrankauf die ersteBrillouinzone: Firr die i—te Komponentevon k gilt
jeweils —11/a; < ki < 11/g;. DieseLdsungdecktsichmit denin (2.11)und(2.3) helgelei-
tetenBeziehungen.

2.2. Der Azbel-Harper —Hamiltonian

Ausgehendron demim vorangehendeAbschnitt vorgestelltenTight—Binding—Modell

sollnuneinModell zur BeschreibngderDynamikvon Elektronenn einemKristallgitter

beiangelgtemhomogenemMagnetfeldentwickelt werden.Die HerleitungdiesesAzbel—

HarperHofstadterModells wird im folgendenAbschnitt nur kurz skizziert, genauere
Ausfuhrungerfindensichz.B. in [Hof2].

Ausgangspunkist die Enegiedispersiorg; (_R) desLeitungsbandeshneangelgtesMa-
gnetfeld(siehe(2.11) bzw. (2.17)). Die Peierls—OnsageHypothesdPei [Ons] gibt

—

danneinenWeg vor, wie sichauseg; (k) ein effektiver Hamiltonianfur Leitungselektronen
in einemMagnetfeldmit demVektorpotentialA konstruiererant.

Die DispersionsrelatiodeseinfachkubischerGitters(2.17)wird durchdie Ersetzung
‘k—ﬁr—}(ﬁ—gﬂ) (2.19)
=3 c .
mit demIimpulsoperatop zum effektiven Hamiltonoperator

HE(T) = & (7). (2.20)

12



2.2. DerAzbel-HarperHamiltonian

H€(Ty) wird in derLiteraturhaufigals Peierls—OnsageHamiltonianbezeichnetMit die-
semeinfachenVerfahrengelangOnsagedie Interpretatiorderfeldabhangigemszillato-
rischenEffekte in vielen Festkdrpengperimenter[Scl]. EinenAnsatzzur theoretischen
Begrindungvon Peierlsad—hocHypothesdieferte Kohn[Koh] im Jahrel957: Er zeigt
die ExistenzeinesallgemeinereffektivenHamiltonoperatorfir Blochelektronemm Ma-
gnetfeld,der sich als Potenzreihem BetragdesMagnetfeldesdarstellenafit. Die erste
KomponentalieserPotenzreihegerB1-Term, entsprichiexakt H® aus(2.20). Zumindest
fir B— Oist H® alsogdiltig.

Einsetzervon (2.19)in (2.20)liefert fir ein d—dimensionaleSystem:

d
z (eh Pi—CA) + @ Rpi- cAl)) (2.21)
]:
Dabeigilt
__ip9
i 0xj
unddeshalb . R
erPi(x;) = € 2 P(x}) = Y(xj +a). (2.22)

0
Denne % ist der Translationsoperatarm eineGitterkonstantea.

Nehmenwir an, dasMagnetfeldstehesenkrechtzur x-y—Ebene,dannwird es nur die
BewegungderElektronenn dieserEbenebeeinflussenwir kdnnenunserdJntersuchun-
genalsoaufdieseEbenebeschrang&n. Einedreidimensional®etrachtunglesProblems
wurdevon RupertFaltermeierin [Fal] durchgeflihrt.Es zeigt sich, dalRdieseVereinfa-
chungnur zuldssigist, wenndie Bewegungin z—Richtungauf einenimpulseigenwerk;
beschrankivird, also,echt zweidimensional’ist. Fur die folgendenBetrachtungersei
diesangenommen.

Fur dasVektorpotential verwenderwir die Landau—Eichung

mit dermagnetischefluf3dichteB. Eingesetzin (2.21)ergibt sichderHamilton—Opera-

13



2. Die Azbel-HarperGleichung

tor fir dasModellsystem:

a

HE = V(eiﬁapx+e_iﬁalpx+eiﬁal(py_ng)+e_ﬁ(py_‘gBX))

a9 i a0 i
=V (eaaix +e A+ gy R e‘aaﬁﬁBxa) .

Weil % und x kommutieren folgt darausder Hamilton—Operatoin seinerendgultigen
Form: . _
Hé=V (eaaix b 4 e ReBxaghay 4 eﬁ_%Bxae_agy> . (2.23)

Fir ein verschwindende#agnetfeldentsprichtH® formal dem Hamiltonoperatordes
zweidimensionaleMight—-Binding—ModellsH! (2.12) fiir o = 0. Die beidenin dieser
Arbeit verwendeter\nsatzesind daherkonsistent.

Durch die Einbandnéherungird der Hilbertraumbeschranktdeshalbkann y(x,y) le-
diglich an Stutzstellerberechnetverden[Ob2)].

Y(mana) = Zmn.

Fernerdefinierenwir:

e E
Eo
o a’B
_ =
2113‘3

¢ ist die auf die Bandenegie normierteEnegie, sieliegt wegen(2.17)im zweidimensio-
nalenSystemzwischen—4 und 4, a entsprichtdem Flu3 desMagnetfeldesdurcheine
Elementarzelle.

SetztmandieseDefinitionenin die SchrédingegleichungdesSystems

HEQ(xy) = eg(x,y),

einund nitzt (2.22) aus,so ergibt sich eine zweidimensional®ifferenzengleichungir

14



2.2. DerAzbel-HarperHamiltonian

die WertederEigenfunktionervon H® andenGitterpunkten:

Zniin+Zm1n+ € "™ Znni1+ €M Znn 1 = EZmn. (2.24)

GehtmananalogzumLandau—Ansatfir freie Teilchenim Magnetfeldvor undsetztdie
Bewegungin y—Richtungalsfreie Bewegungan,solafdtsichdieseaufgrundderspeziellen
EichungdesVektorpotential@bsepariererDie Wellenfunktionin y-Richtungwird dann
zu einerebeneWelle. Die Werte der Wellenfunktionzy,, an den Stitzstellen(am, an)
werdenzu

Zmn = €""gn (2.25)

mit derBloch—Phase. Eingesetztn (2.24)emibt sichdie Azbel-HarperGleichung:

Om+1+ Gm—1 + 2C0S(2IIMa — V) gm = €0m (2.26)

Sie beschreibdie ZustandesinesElektronsin einemperiodischerPotential,dasvon ei-
nemhomogenerMagnetfeld,dasparallelzu einerKristallachseorientiertist, Uberlagert
wird. Zum erstenmal wurdesievon P.G. Harperim Jahrel955aufgestellfHar]. Ande-
re Herleitungenals die hier skizzierte,z.B. [Wa2],[Ob1]und[Ral], fihrenzu &hnlichen
Gleichungendie sichim Wesentlichermurchdie Definitionvona unterscheidenDeshalb
liegt die Vermutungnahe,dal3Gleichung(2.26)von universellerNaturist. Schellnhuber
und Obermairzeigenin [Sc2), [Sc3 und[Sc4], dal3eine Betrachtunglesvollen Hamil-
toniansfur Festkorperelektronem Magnetfeldzumindestir sogenanntpurecasesnit
rationalema = % g € N aufeineGleichungderForm (2.26)fuhrt.

In der mathematische®hysikwird Gleichung(2.26) wegenihrer Ahnlichkeit zur Ma-
thieuscherDifferentialgleichung

d2y

e (8)+ (e~ 2yc0s28) (&) =0

alsalmost—Mathieu—GleichunigezeichnetDie Azbel-HarperGleichungstellt einedis-
kretisierteForm dieserGleichungmit angelgtemMagnetfelddar.

Die numerischd.6sungder Azbel-HarperGleichunggelangzumerstenmal D. R. Hof-
stadterin seinerDissertationausdemJahrel976[Hof2], bzw. [Hofl] mit Hilfe derso-
genannterlransfermatrizenin dieserArbeit soll jedochein andered 6sungserfahren,
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2. Die Azbel-HarperGleichung

wie von Wannier ObermairundRayin [Wal]vorgeschlagenyerwendetverden.

Die Azbel-HarperGleichung(2.26)ist invariantunter
a—a+1 (2.27)

DasbedeutetdalRdasgesamtéModellsystenperiodischin a mit derPeriodel ist. Des-
halbgenugtes,die weiterenBetrachtungemaufa € [0, 1] zureduzieren.

Wahltmana in (2.26)rational,
p

a= a (2.28)
sogilt mit p€ Z, q € Z und p,q teilerfremd, wegen (2.27) zusatzlichp < q. Damit
werdendie Koefizienten2 cog2rmma — v) in (2.26)periodischn mmit derPeriodey. Auf
Differenzen-undDifferentialgleichungemit periodischerK oeffizientenist dasFloquet—
Theorem[Col] anwendbareineallgemeineForm desBloch—TheoremsEs besagtdali
jede Differenzengleichungnit periodischerKoeffizientenmindestensine Lésungder
Form

Oi+q =€y (2.29)

hat. Der Faktor g im Exponentenwurde hier aus Griindender Symmetrieeingefihrt,
wie spaterersichtlichwird. Der Exponentuwird im Folgendergeleggentlichals Floquet—
Phaseébezeichnet.

Mit (2.26)und (2.29)laRtsich der effektive HamiltonoperatoH*® fiir Bloch—Elektronen
im Magnetfeldals (g x g)-Matrix uberC darstellen:

( cc 1 0 --- 0 eiqu\
1 ¢ 1 0
o 1 " : _
H2:= _ ; cj :=2cog2mja—v). (2.30)
: 0 .0
0o PRI |
\e—iqu 0 -~ 0 1 ¢ )

In dieserForm ist H? als Azbel-HarperHamiltonianbzw. almost—Mathieu—Operator
bekannt.
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2.2. DerAzbel-HarperHamiltonian
Die zugehorigeschrodingegleichunglautet:

HePk = e (2.31)

Die Eigervektorenly zum Eigenwerte, hangernvon g undv ab, sie sind Elementevon
CY. Die mte Komponenteron Qi ist durchgn, aus(2.26)gegeben:

of
g5
Be=| 7 | 9=0 s (2.32)
%
Die Schrodingegleichungwird geléstdurch
le—H¥ =0.

Diese Determinantdal3t sich als Polynomin € darstellen,daszusatzlichvon v und p
abhéngtDie p—Abhangigleit desPolynomsergibt sichausderEntwicklungvon [ — H?||

als2coqqu) (sieheAbschnitt3.2.2). Wannier Obermairund Ray zeigenin [Wa1l], dal
dasProblemin pundv symmetrischst, deshaltkanndascharakteristisch®olynomvon
H2in Abhangigleit vonderEnegie A damgestelltwerdenals

A —H? = P(\) —2cos(qu) — 2cos(qv). (2.33)

Wie hierwird auchim Folgendem allgemeinals Enegie betrachtetdie Eigenwertedes
Systemsverdenmit € bezeichnet.

P(A) ist ein normiertesPolynomvom Gradq in A, daswedervon pnochvonv abhangt.
Im Folgenderwird P(A) alsHofstadteschesSpurpolynonbezeichnetWie ich in meiner
Diplomarbeit[Chm] zeigenkonnte,ist P(A) zur Spurder von Hofstadterverwendeten
Transfermatrizenabbildunigis auf ein Vorzeichenaquivalent. Als abgeklrzteSchreib-
weisedefinierenwir

P(A, i, v) = P(\) — 2cos(qu) — 2cos(qv). (2.34)
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2. Die Azbel-HarperGleichung
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Abbildung 2.1.: Das HofstadterSpektrum der sogenanntgSchmetterling”: Angetragerist der magne-
tischeFluB pro Elementarzellaler Gittersa gegendie Enegie A. Punkteim Bild entsprechemrlaubten
Enegien.

Die Eigenwertee von H? sinddurchdie Gleichung
P(g) — 2cos(gu) — 2cos(qv) =0 (2.35)

bestimmt.Zu festenWertenvon pundv emibt die Lésungvon (2.35)genauq verschie-
deneEigenwerteHof2]. Firp, v € [—1 1] hatH? immer danneinenEigenwert,wenn
gilt

P(g) = 2cos(gu) + 2cos(qv) < 4. (2.36)

Bei festemu, v besitztH?2 ein PunktspektrumFir beliebige |, v wird jederdieserPunkte
zu einemkontinuierlichenBereichvon Eigenwerten einemsogenanntemagnetischen
Unterbandaufgeveitet. Bei angelgtem MagnetfeldspaltetdasTight—Binding—Bandn
g disjunktemagnetischéJnterbanderauf [Hof2]. Die 2q Bandkanterergebensich aus
(2.35)flr p=0,v =0undpu=1/q,v = 11/q [Th1].

Mit derBedingung(2.36)la3tsichdasSpektrumdesAzbel-HarperHamiltoniansn Ab-
hangigleit von a berechnendersogenanntélofstadterStmetterling wie in Abbildung
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2.2. DerAzbel-HarperHamiltonian

2.1 gezeigt. DiesemBild kommt eine fast historischeBedeutungzu: Es war daser-
stefraktale Gebildemit physikalischenminhalt. Hofstadteruntersuchtalie geometrische
StrukturdesSpektrumsn [Hof2]. Er wiesunteranderemmach,dal3dasSpektrumselbst-
ahnlichist. ZahlreicheweitereUntersuchungebeschéftigersich mit denEigenschaften
desSpektrumgz.B.[CI3]). Die Rechnungvurdeauf hexagonalgCl2] undDreiecksgit-
ter UbertragenBel] undgezeigtdaRdasSpektruntir irrationalea in eineKantormenge
Ubegeht(siehez.B. [Rud]).

Einebesonder&igenschaftiesAzbel-HarperHofstadterSpektrumdiegtin seinerviel-
faltigen Symmetrien:

e DasSpektrumist symmetrisctzu A = 0 [Hof2].

e Wie obenbereitserlautertist esebenélls symmetrisclzuallena € Z [Hof2]. Des-
halbreichtesaus,die Féallea = g mit 1 < p < q zuuntersuchenym dasgesamte
Spektrumzu erfassen.

e Zusatzlichist derHofstadterSchmetterlinggymmetrisclzua = g, peZ.

Die g magnetischebUnterbanderu gegebenenu sinddurchg— 1 Bandllclengetrennt,
Ausnahmenvon dieserRegel sind die Falle von Unterbanderngdie sich berihren,z.B.
fur geradeq bei A = 0. Diesewerdenin der Literatur oft als ,entarteteBander” oder
,Kissing Bands”bezeichnetSie entstehemurchlokale Extremavon P(A) mit |P(A)| = 4
andenBandkanten.Das Spektrumzu a = % bestehtbeispielsweis@uszwei entarteten
Bandernjm Bild desSpektrumserscheinersie jedochalsein geschlosseneBand(siehe
Abbildung2.1).

Auffallig amHofstadterSpektrumst, daf3essichnichtkontinuierlichmit a andert:Zwar
Uberdeckn die Unterbanderzu a = %8‘1’ nahezuden gleichenEnegiebereichwie die
Banderzu o = %, dasSpektrumist aberin 3001 Unterbandemnstellevon 3 Unterban-
dernaufgespalten.Mit wachsendeng werdendie Unterbander(zumindestim Mittel)
immerschmaler Wie Thoulesan [Th1], [Th2] und[Th3] zundchshumerischunddann
analytischzeigenkonnte,ist die Gesamtbreit@aller Unterb&ndeproportionalzu %. Die
Unterbénderzua = % sindalsoetwa 1000mal sobreitwie die Unterbéandezua = %}
Kontinuierlichmit a andertsichlediglich die Breite desvon BanderniberdeckterBerei-
ches nichtaberdie AnzahlderBander Die untereundobereBegrenzungdesSpektrums

unddie RanderergroRenBandliclenverlaufenstetigmit o [Be2].
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2. Die Azbel-HarperGleichung

p(g) 2 — — N(e)1
15| | 0.8 | .
0.6 .

1 - -

0.4 .
0.5 . oz | |

0 1 1 1 1 1 0
4 3 2 -1 0 1 2 3 4 4 4

€ €

Abbildung2.2.: Die Zustandsdichte(¢) fir a = 1/3 (links). Man siehtdasSpringenderDichteaufeinen
endlichenWert an den RanderreinesUnterbandesind die typische,Pagodenform“. Rechtsist die inte-
grierte Zustandsdichtél(€) fur o = % (durchgezogenynda = %—}1 (gestrichelt)damgestellt: Beide Kurven
sindsich&hnlich,obwohl p(€) zua = %—}1 insgesamB4 Spitzenhat.

Wiein [Wal] gezeigtwird, ist esfur gegebenest moglich,die Mittelwertephysikalischer
GroRengdie nurvon € unddenQuantenzahlep undv abhédngenausdemPolynomP(g)
zu berechnen.Zum Beispiel kann die Zustandsdicht@(€) folgendermaRelagestellt
werden:

1 |dP(g)

p(e) = 210 ‘ de

K’ (%|P(8)|> . (2.37)

K’ ist dabeidaskomplementéarsollstandigeelliptischelntegral (nach[Abr] bzw. [Byr]).

Als Beispielistin Abbildung2.2 (links) die Zustandsdichtéir a = 1/3 gezeigt.Charak-
teristischist hierbei,daf3die DichteandenRanderrder Unterb&ndenuf einenendlichen
Wert springtund im Innerendes Unterbandesinendlichwird. Wie die Banderselbst
verandertsich auchdie Zustandsdichte(€) nicht kontinuierlichmit a. Die integrierte
Zustandsdichte

N(E) = | p(e)ce
—4

andertsich daggenkontinuierlichmit o [Wal]: Abbildung 2.2 (rechts)zeigtN(g) fur
o= % unda = %—i. Wie mansieht, liegendie beidenKurven sehrnahbeisammenDie
integrierte Dichte zum Wert a = %}1 warevon derzua = % in der Grafik schonnicht

mehrzu unterscheiden.
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2.2. DerAzbel-HarperHamiltonian

Der Beitragejedesmagnetischetnterbandegu N(g) sindidentisch:

/p(s)ds = é, (2.38)

wobeiu; die Unterkantep; die OberkantalesjeweiligenBandesangeben.
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3. Die Greensfunktion fur Teillchen im
Kristallgitter

In diesemAbschnittwird die Greensfunktiorzu den HamiltonoperatoreH! und H?3,

wie sie im vorangehendeKapitel heigeleitetwurden, berechnet. Die Greensfunktion
oderauchResolenteeinesOperatorsenthaltviele Informationentiber dasbetrefende
physikalischeSystem zusatzlichvereinfachtsie die StérungsrechnungndiesemSystem
ganzerheblich.DieseFormderStérungsrechnungpll im weiterenVerlaufderArbeit auf
dasAzbel-HarperModell angevendetwerden.

Die GreensfunktionG(A), oft auchals Resolentebezeichnetzu einemhermiteschen
OperatoH ist fur Wertevon A, die kein Eigenwertvon H sind,definiertdurch

(A—H)G(\) = 1. (3.1)

Sei k) einvollstandigerSatzvon Eigernvektorervon H undey die zugehérigerkEigenwer
te,soqilt fur A # g:

L1 o2

Fur ein kontinuierlichesSpektrumgehtdie Summein ein Integral Giber[Eco].

Die Kenntnisder Greensfunktioneines Systemsermaoglichteine Reihevon Aussagen
UberdasSystem:Die Poleder ResolentenentsprecheulenisoliertenEigenwertervon

H. DasResiduumvon G fiir einennicht entarteterEigenwerte, erlaubtAussageniber

die zugehorigéNellenfunktiony, (F) von H:

Wn(MWh () = RegG(en,T,7")). (3.3)
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

Fur entarteteEigenwertast der Gradder Entartungf, von €, gegebendurch

fo— / Regen, G(F,7))dd. (3.4)

Ist die GreensfunktionibereinemganzerBereichvon A nicht definiert,sogehortdieser
zumkontinuierlichenSpektrunvon H. Fir dieseEnegiene sinddie Grenzwerte
G*(g) = lim G(e£is),
s—0

mit s > 0 definiert. Der Imaginarteilvon G*(¢) liefert die Zustandsdichtéiber dem
SpektrumvonH [Eco]:

(e = F-0GHE.1.T) (3.5)

In dem nun folgendenAbschnitt wird zunachstdie Berechnungder Resohentendes
Tight—-Binding—Hamiltoniansorgefiihrt,dasVorgehenentsprichtdabeiim wesentlichen
demin [Eco] dagestellten. Daraufhinwird ein Ansatz zur Bestimmungder Greens-
funktion fir Elektronenim Quadratgittebei angelgtemMagnetfeldvorgestellt.Die zur
Azbel-HarperGleichungkorrespondierendBResohentewird berechnetind ausfuhrlich
diskutiert.

3.1. Die Greensfunktion des Tight—-Binding—Modells

Die Greensfunktiorfiir denTight—Binding—HamiltoniarH! kannmit

—

bestimmiwerden.Dabeisinde(k) und k) durch(2.17)bzw. (2.18)gegeben.

Ein Matrixelementon G!()) in einemd—dimensionaleisystemlaltsich mit

GI(\T,m) = ({IG'M)|m)
_ (k) (k|m)
% A—g(K)
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3.1. Die GreensfunktiordesTight—Binding—Modells

0 gk(=m)
- (ZTSO' / =k (3.6)
1Bz — (k)

berechnenwobeiQg dasVolumeneinerElementarzelleeprasentiertDasIntegralist auf
die ersteBrillouinzonebeschrankt.

3.1.1. Quadratgitter

Wie in Abschnitt2.2 daigestellt,ist dasModellsystembei angelgtem Magnetfeldauf

zwei Dimensionenreduziert. Um einenVemleich mit dem Tight—Binding—Modellzu

ermoglichen,muf3 die Greensfunktiondes zweidimensionaleTight—-Binding—Modells
bekanntsein. In diesemAbschnittwird die Berechnungler Resolentenvon H! analog
zu[Eco] dagestellt.

Furein Quadratgittemit der Gitterkonstantera ergebensichnach(2.17)die Eigenwerte

—

e(k) = 2V (cogkia) + cogkoa)). (3.7)

Im Folgenderwird 0.B.d.A.V = 1 gesetztDie Matrixelementaler Greensfunktiorwer-
dendamitzu:

k(=)

41'[21 - A —2(cogkia) + cogkoa))

G!(\,T,m) = d’k

mit
k(T—m) = a(k(l1—my) +ka(lo —mp)),

l1,12,m, mp € Z sinddie Indizesder Gitterplatze.

Nachder Substitutionak — k! gilt:

YT, M ) dk’ dK.
G = —
(A1, m) 2_/n/ 2 (cogK;) +cogk,)) 1=

1 [ [cosK (I — my))cos(ky(l2— my))
B _0/ O/ Al—z(cos(k’l)+c;s(k’2)) digdio
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

Durchdie Koordinatentransformatigior]

1/-
_7 fry —
"= 2(|+m)
1/-
o= 5 (=)
laRtsichzeigen dalgilt:
T T
r i//cos(kl I1—m1+I2—mz))cos(kz(ll—ml—lg-i-mz))dk dk
n20 J A — 4cogky) cogky) e
Die Diagonalelementeon G! emgebensichdamitals[Mor]
t —_— _
G = 4112//)\—4cos(k1)cos(k2)dkldk2
—TT—TT
1 T
= dk
211/ VAZ— co§ (k1) '
1 U
_ / dk.
mo \/1 ‘X‘ co2(k
Diesesdntegral wird geldstdurch
- 2 4
t —_ — —
G(A,I,r)_mK()\). (3.8)

Dabeiist K dasvollstandigeelliptischelntegral ersterArt [Byr].

Eineelementweis@etrachtunglerGleichung(A — H')G! = 1 liefert Rekursioneriiir die
MatrixelementeG! (A, I ,m) ausgehendon denElementervon Gt, fiir die gilt 1; — my =
|, — my. DiesekénnendurchRekursionausdenElementerGt(A,T,1) und GY(A, T, M) mit
Il —m =l —mp = 1, oft alsGY(A, 1) bezeichnetbestimmtwerden[Mor]:

¢ B coq2kg)
GL = /\/)\2 (4)2co2(k )dk

CHEC B e
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3.1. Die GreensfunktiordesTight—Binding—Modells

Wobei E dasvollstandigeelliptischelntegral zweiterArt ist.

Die Elementeder GreensfunktionG!(A,T, M) mit M= I + (1,0), also einenGitterplatz
neben emgebensichals

dmim=%0d@£0—0. (3.10)

Aus (3.8)lassersichmit deranalytischerFortsetzungleselliptischenintegralesiiberder

komplexenEbene

K @ — K(K(K) +iK (K)),

bzw, 1 1
_1 o 02 1,2
E(R) = - {E0Q —IE(K) — k2K () +1KK (K},
mit
K=v1-k

und

1_ 4 _4 .5

K a_is AT

die Elementeder Greensfunktiort™ uberdemSpektrumvon H! berechnenDie Diago-
nalelementsind damitgegebendurch:

L 1 /¢

0GH () = ——K(— _ .
&) ﬁy($), 4<e<0 (3.11)

e T - Lk (€
0GH () = 3¥(4% O<e<4 (3.12)
- 1 €\ 2
0GHE (e, IT) = = —(= : :
G (e, 1) ;Z#( 1 Q)), €| < 4 (3.13)

Real-undImaginarteilvon G! sindin Abbildung3.1angetragen.

Aus (3.13)lal3tsichdie ZustandsdichtéerechnenEsgilt fir |g| < 4:
I S eyey 1 /¢
p(e) = —-01G @mB_Z?K<1—Qﬂ>_E¥K(ﬂ (3.14)
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

G15

Abbildung3.1.: Real-undimaginarteil JG'™) derDiagonalelementder Greensfunktiozumzweidimen-
sionalenTight—-Binding—Hamiltoniany = 1.0.

Dabeiist K/, daskomplementéareolistandigeelliptischelntegral ersterArt, definiertals

K’ (k) = K(K).

In Abbildung 3.2 wird die Zustandsdichteles zweidimensionaleTight—Binding—Mo-
dellsdagestellt.

Die Diagonalelementder Greensfunktior{sieheAbbildung3.1) zeigendie fur ein zwei-
dimensionalesSystemcharakteristischebnstetigleitendesimaginarteilsan denBand-
kanten. Analog verhaltensich z.B. die Diagonalelementeer Greensfunktiorfir Drei-
ecksgitteund hexagonaleGitter in zwei DimensionerfHor]. Die Resolentevon H! IRt
sichnach[Eco] auchdirekt Uberdie Zustandsdichte(g) berechnenesgilt

/m )‘\)— (3.15)

FirendlicheWertevon p(g) andenBandkanterfiihrt dieszu einerlogarithmischerSin-
gularitatdesRealteilsder Resohenten.
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Abbildung 3.2.: Die ZustandsdichteleszweidimensionaleTight—Binding—Modells(V = 1) nachGlei-
chung(3.14). Angetragenst die Zustandsdichtgegendie Enegie.

Innerhalbder Béanderzeigtder Imaginarteilder Greensfunktionund damitauchdie Zu-
standsdichtegine typischeVan—Hwe-Singularitat. Der Realteil wird an dieserStelle
unstetig.Die Singularitatervon G! innerhalbdesBandesverdendurchdie Sattelpunkte
derDispersionsrelatio3.7) verursachfVan] [Ros].

Von zusatzlicheBedeutundir die weiterenBetrachtungesind die analytischerkigen-
schaftender Diagonalelementder GreensfunktiorauRerhallldesBandeswie sie durch
(3.8) gegebensind:

A<0 < G'A\T.DN<0
< (11 <0, (3.16)

A>0 «— G\ >0,
G'(—A,ILT) ==G'(\, D), (3.17)
lim GYATID).=4+ 3.18
O LD, = (.9
lim G'\.I.1) =o0. 3.19
Jim ) (3.19)
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

UberdemBandgilt entsprechend:

lim OGT(A,T,T) = oo, (3.20)
A—+4
. |
Amometi(x,u )=+, (3.21)
a1
A'LrQ4DGt+()‘"’r> =2 (3.22)
Ainr;EODG”(A,F,D = . (3.23)

Bewiesenwerden(3.16) bis (3.23) durch die Eigenschafterdeselliptischenintegrales
ersterArt ([Abr] [Byr]). Zusatzlichist G'(A,T,T) auRerhalltiesSpektrums/om H! streng

monotonfallend: q
d)\G( 1) <0 (3.24)

denn

3.1.2. Einfac h kubisc hes Gitter

Zum Vemleich mit dem zweidimensionaleModell sei hier kurz die Berechnungder
Greensfunktioritir dendreidimensionaleflight—-Binding—Hamiltoniarerwahnt.Weitere
Erlauterungeriindensichin [Eco].

Die Greensfunktioriir ein einfachkubische<Gitter mit der Gitterkonstantera erhaltman
durchEinsetzernvon (2.17)in (3.6). NachSubstitutionak, — k; emibt sich:

onin- ]

Fir die Diagonalelementeavird der Zahlervon G'(A,

COS((|1—m1)k1—I—(|2— )k2+(|3 )k3)
A —2(cogky) + cogkp) + cogks))

dk;dkodks.

:\:

|—»—»

,I) zu 1. Die Integrationtberk;
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G!(A) © o
-0.05 | .
01 | .
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Abbildung3.3.: Die Greensfunktiorfiir dasdreidimensionaldight-Binding-Modell(V = 1): Dargestelit
ist GY(A,T,T) unterhalbder Bandkantebei A = —6. An derBandkantehat G!(A,T,) einenendlichenwert
(~0.25)

undks kanndannwie im zweidimensionalefkall sofortausgefihrtverden:

Tt
—_— 1 4 4
(] :—/ K ke.
(L) 2n20 A—2cogki) \A—2cogk) dka

Diesessogenanntd\atson—Intgral muf3numerischberechnetverden. Charakteristisch
fur dreidimensional&ystemdst dabei,daRG! andenBandkantereinenendlichenwert
annimmt,denndasWatson—Intgral divemiert nicht. Darausergibt sichmit (3.15),daf3
die ZustandsdichtandenBandkantergleichO ist.

3.2. Die Greensfunktion zum Azbel-Harper —Hamiltonian

In diesemAbschnittsoll die Greensfunktioritr Elektronenm Quadratgittebeiangelg-

temMagnetfelduntersuchtverden.Dabeiwerdenzwei Anséatzeverfolgt: Zunachswird

die ResolentedesPeierls—OnsageHamiltoniandH® berechnetSieist iberdemganzen
Gitter definiert. Im AnschluBwird die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian
H?2 aufgestellt. Sie ist wegen des Landau—Ansatze§2.25) und der Verwendungdes
Floquet—-Theorem@.29) auf eineKristallachseund einemagnetisch@rillouinzonebe-

schrankt.In einemVemleichbeiderAnsatzewird gezeigt,dal3sie iberdemDefinitions-
bereichvon H2 identischeErgebnissdiefern.
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

Im AnschluBwird die Berechnungron G2, der Resohentenvon H? sawveit als méglich
analytischund dannnumerischdurchgefuhrt.Die Ergebnisseverdenjeweils eingehend
diskutiert.

3.2.1. Die Greensfunktion fir den gesamten Kristall

Um die Greensfunktiorfir Blochelektronenm Magnetfeldaufzustellengehenwir zu-
nachston Gleichung(2.24)aus.Der betrachtet&ristall seiidealkubischundbestehén
x— undy—Richtungausjeweils N Atomen. Dementsprecheniat der zu (2.24) gehdorige
Hamilton-Operator®y N2 Eigenwertegy mitk,| =1,...,N undEigenfunktioner; 2.
Dabeientsprichtgk’I denLo6sungernvon (2.24),diesemusserauf die Grol3edesKristalls
normiertwerden,sonstwirde die Aufenthaltsvahrscheinlichkit der Kristallelektronen
fur sehrgroReKristalle divergierert.

DasElementder Greensfunktiorzu denGitterplatzend = (m,n) und & = (n,n’) wird
mit (3.1) berechnet:

GN(\ad) = (A—He%)*
1 NN Z5Z
= k_llz A—em . (3.25)

Umdie Berechnunguvereinfaichenwerdendie i%'n aufdieL6sungerderAzbel-Harper
Gleichung(2.26)zurtckgefihrtWegen(2.25)qilt:

A=y,

In einemendlicherKristall mit N Atomenin y—Richtungnimmtv nurdie diskreteriWerte

:%’Tk mit k=1,...,N (3.26)

an. Deshalbgilt in diesemFall
X, =dikg . (3.27)

1DieseNormierungentsprichder Vorgehensweisbei derBehandlunginesTeilchensm Kasten.

32



3.2. Die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian

EinsetzerderBedingunger{3.26)und(3.27)in (3.25)fuhrt zu folgenderGleichung:

i 21 P 21
N e'Wknglme_'Wkn At

cunad) - 5 o
N° & £ A — &
_ 1 & d fk(n—n') N % (3.28)
N? & ==Y .

Wegen(2.29)qilt:
iq(mdi I mod

g = elq(mdlvq)u(l)gmmgogq.
DerOperatordiv bezeichnehierdie DivisionganzeiZahlenohneRest,dasErgebnisvon
mdiv g ist alsoderganzzahligéAnteil von ", mod ist derModulo—OperatqrdasErgebnis
ist ResteinerDivision ganzerZahlen. Der Kristall ist endlich,deshalbnimmt p nur die
diskretenwWerte ) N

Tt
=—d mit d=1,...,—
u N bl 7 q

an. Die Summelberalle | in (3.28)laRtsich damitdurchzwei Summenginetiberdie
d magnetischemBrillouinzonenund eine Uberdie q verschiedenelkigenwertein jeder
magnetischeBrillouinzoneausdriickn:

1 N

j ~i
eiq((m_n{)divq)ZWTq d gmmodqgrrf modq
N2 '

d ark(n—n')
k=1 |

C':‘eN ()\7 37 a/) =

M =iz

& A&

Im Grenzall (N — ) — dieserkommtdenrealenBedingungersehrnahe— gehendie
Summenn Integraletber:

21 21 j —
1 ; e - ; gmq(H,V)g ,(|J.,V)
Ge(A,é,é’)=H / / d (v(n—r")+qu((m-m) divg)) -21 }\_aj(ﬁv) dvdp  (3.29)
00 I= ’

mit mg = mmoda.

3.2.2. Die Greensfunktion zum Azbel-Harper —Hamiltonian

Bei der HerleitungdesAzbel-HarperHamiltonianswurdeneinige Vereinfichungerge-
macht: Mit Hilfe der Bloch—Phases und der Floquet—Phas@ wurde der Hamilton—
Operatormit Rangeo Uberdem zweidimensionalerGitter auf eineneindimensionalen
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

Operatorvom Rangq reduziert. Wie wirkensich dieseVereinfichungerauf die Greens-
funktionaus?

Die GreensfunktiorG#(A\) zuH?2 ist fir festesvp und po:

a 3 (o, Vo) I (Mo, Vo)
G ()\,uo,vo)—k;1 A —adlovo)

(3.30)

Dabeihé@ngenpy undgg vonv undu ah Die Wertevonv und p liegenfir einen,unend-
lich ausgedehnterKristall kontinuierlichim Intervall [—T1t, 1. Analogzum Vorgehenin
Abschnitt3.2.1ist deshalkiiberalle moglichenWertevon pundv zuintegrieren:

G = - % //mk(u’v)w(u’v)dudv. (3.31)

a 137 P v Y)
G ()\,m,n)_—Z/n/n TR Y (3.32)

berechnetverden.

Ein Vergleich mit der Greensfunktiorfiir dengesamterKristall G€ (3.29) zeigt, daldie
beidenOperatorerzumindestdanngleich sind, wenndie beidenGitterpunkted und &
auf der selbenKristallachsein x-Richtung(n—n’ = 0) undin der selbenmagnetischen
Brillouinzone((m— nY) divg = 0) liegen.Insbesondersinddie Diagonalelementgleich:

G°(A,&,8) = G*(A\,m,m). (3.33)

Wie beschriebenyird H2 durcheine(q x q) -Matrix UberC dagestellt,ebensgA — H?).
Deshalbkanndie GreensfunktiorG? zu H? auchdirekt durch(3.1) bestimmtwerden:

G3\) = (A—H} L,
Mit (3.30)werdendie Elementeder Inversenvon (A — H®) berechnetDie Elementeder

Inverserkdnnenauchmit derCramerscheRegel berechnetverden.Firfestesvg undg
ergibt sich:
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3.2. Die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian

G%(\,m,n,po,vo) = W\A;mii:;m (3.34)
Amn

= — 3.35

P(A, Ho, Vo) (335

dabeiist Amn die klassischeéAdjunktezu (A — H®), alsodie Determinanteler Matrix, die
aus(A —H) durch Streichender m-ten Zeile und der n-ten Spalteentstehtmultipliziert
mit (—1)+™M.

DerVemgleichvon (3.30)und(3.35)emibt:

3 9O _ _Am_ (3.36)
k:l)\_sk ()\ HaV)’
T T
L3 B - L) [
4n2//kzl)\—£kdudv T4 P(A u, dvdu
—T—TT " —T—TT
Fireinen,unendlichgroRen”Kristall hat G* demnactdie Form
1 T T
G3(\,mn) = 4—#//“\ v (3.37)
—T—TT

Eigensc haften von G2

Zur genaueremBestimmungder Strukturvon G werdenzunachseinige Eigenschaften
dieserspeziellenGreensfunktioruntersucht.Diesewerdenes ermdglichendie Diago-
nalelement@inddie ElementedererstenNebendiagonaleanalytischzu berechnen.

Die Elementeder ResohentenG? konnenentwedemit Hilfe der Eigervektorenvon H?
(3.32) odermit Hilfe der AdjunktenA j (3.37)berechnetverden. Im weiterenVerlauf
dieserArbeit wird vor allemdie Berechnungiberdie Adjunktenvon besondereBedeu-
tungsein.Fur sie geltenfolgendeEigenschaften:

SeiM = (A —H?), die Elementevon M seiena; j, danngilt

dm| d d
= A=A 3.38
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

undanalog:
dim| _
do

mit denc; = 2coq2ria — v) wie in (2.30)definiert. Zuséatzlichgilt:

-Aji, (3.39)

o]

dM| _ 33

dA Z da.
d|M
da

d

Il
Mﬂ 1]

= .;Ai,i,

d|M| dP()\ d
- ZlA.. (3.40)

Von hieranwird in diesemAbschnittdereinfachererDarstellunghalberG = G2 gesetzt.
Zudemwird (H2— ) anstellevon (A — H?) betrachteteinfachumwenigerVorzeicherin
denMatrizenschreiberzu missenFir die Determinantemgilt dann

AN—H3 = (=1)9H2—A|. (3.41)

Die Adjunktensindentsprechenchit (—1)9-1 zu multiplizieren.

Die Matrix (H2—A) ist fur A € R hermitesch. Die HermitescherMatrizen mit nicht
verschwindendebeterminantebilden eine Gruppebezuglichder Multiplikation. Die
Determinantevon (H2— A) verschwindenicht, wennA kein Eigenwertvon H2 ist. Also
mufauchdie Inversevon (H2— A) hermitesclsein.Insbesonderest

G(A)=G'(A). (3.42)

Im Folgendensoll gezeigtwerden,dal3die ElementgederDiagonalen(Hauptdiagonale
und alle Nebendiagonalender GreensfunktionG zu H? jeweils gleich sind. Dazuist
zunachstzu untersuchenwie sichein zyklischesVertauschemerc; in H? auf die Deter
minantevon (H#— A) undaufdie AdjunktenA ; auswirkt.

DieseUntersuchungvird hier fir die Determinanteund fir die (H2— A) explizit durch-
gefuhrt. Die Betrachtungler Adjunktenverlauft prinzipiell &hnlich,sieist im AnhangA
dagestellt.
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3.2. Die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian

Seiv/ =v — 2m. Dannist fur i

G

c1

=2,...,0-1

= (V)

= 2cog2mi—V)

= 2cog2rmi—V+ 21m)
= 2coq2m(i+1)—v)
= Gy,

= Cq

Die Substitutionv' = v — 2 entsprichtalsoeinemzyklischenVertauschewlerc;.

Zur besseretbersichtdefinierenwir ferner

bi
b

el
@]
o

= g
= G —A
= Cf—)\:Ci+1—)\:bi+1
[a 1 0
1 ¢ . 0
0 .
1 O
0 1 cq1 1
\ & o 0 1 cq
0 e\
0
. 0
1 O N
1 ¢, 1 0
0 1 ¢

e\

0

1 0

1 ¢ 1
0 101/
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter
Behauptung:
[H=A|=|H =] (3.43)

Beaweis:

(H—A) und (H — A\) habeneine gemeinsamé&ubmatrixder GroRBe(q— 1) x (q—1).
Diesewird im Folgenderals

(b2 1 0 = 0)
1 . 0
X .= 0
: 11
\o . 0 1 by)/

bezeichnet(H —A) und (H’ — \) habendanndie Gestalt:

(mlo ... Qe ( e
1 0
0 X
H-A)= H =) =
( ) 5 « ( ) 0
0 1

\ & \ €0 - 01b

Fuhrenwir nunfolgendeBezeichnunggin:

X' = X,i-teZeile gestrichen

Xj = X, j-te Spaltegestrichen
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3.2. Die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian

Danngilt fiir die DeterminantéH — A| bei einerEntwicklungnachdererstenZeile:

1 1
H-Al=bX| = | ] X +(-D%le |t X
0 0
5 _
nachl. Spaﬁeentwicleln nachl. Spaﬁeentwicleln
—1 -1
H=Al = bafX| = [X{] — (~1) %X+ (~1) % el Xg 1|+ (—1) %" e(—1) %Xy |

= byfX| = XH + (~D)TLEXTY + XL ]) — egxI

Nunistee= 1 und |X(}_1\ = |Xf'_1\ =1, dennqu_1 ist eineuntereDreiecksmatrixderen
Diagonalelementalle gleich 1 sind, Xf'_l eine obereDreiecksmatrixmit der gleichen
EigenschaftEsfolgt

[H = A| = by|X| — [X}] = [XI 1+ (-1)9 e+ &)

Furdie Berechnungyon |H’ — A| gehenwir analogvor: Wir entwickeln (H' — ) zunéchst
nachderletztenSpalte:

Xxa-1 x1

H/ A = ba|X| - (-1

e0 .- 01 e 0 ---01

- -’ - -’

nachletzterzgile entwickeln nachletzterzgile entwickeln

H'=Al = by|X|— (~1)%X{ | — (~)2xS|
+(~1)HL(—1)%8XF] + (—1)T(—1) DX 4|
= bylX|— X~ X1+ (~1)% Y (e+8)
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

Deshalbygilt:

Womit die Behauptundewiesenist.

Das Hofstadtersch&purpolynomist also invariantgegentibereiner zyklischenVertau-
schungderc;. Darausfolgt u.a.,daldie Eigenwertevon H2 unabhangigyom Ort sind.

Wie in AnhangA explizit gezeigtwird, gilt fernerfur allei, j (1<i<q,1<j<Q)
AL (V) = A1 (V) = Ay -1 (V). (3.44)

Die zyklischeVertauschunglerc; entsprichtalsoeiner,Verschiebing” der Adjunkten.

Die Adjunkte A j ist periodischin v mit der Periode2m, dennH®(v) = H&(V') fur v/ =
v + 21t DasHofstadtersch&purpolynomP(A) — 2coqqv) — 2cogqy) ist offensichtlich
periodischin v mit derPeriode2r/q. Deshalbist auch

A (V)
—2cogqv) — 2cogqH)

G\, j, V) = =0y

periodischin v mit derPeriode2rt.

DaslIntegral UbereinePeriodeeinerperiodischerFunktionist unabhéngigron deninte-
grationsgrenzen:

Tt T—a
/ G()\,i,j,v,u)dv:/ G(A,i, j,V, p)dv.
—TT

—T—a
Deshalbygilt:

—_— A j(v)
CALD) = / / P(M) Zcos((qu)—Zcos(qp)d\)du

TH-2TI0 Ai—l jfl(Vl)
= ’ dv'd
[/ -2 P(N) — 2cogqV’) — 2cosgr) "

A| 1,j-1(V') /
- / / P(A) Zcos((qu’)—Zcos(qp)dvdu
= —1i-1).

WennnunjedesElementeinerDiagonaleder Greensfunktiorgleichdemnéachster{bzw.
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3.2. Die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian

vorhegehendenaufdieserDiagonaleast, misseralle Elementéan einerDiagonalegleich
sein.

NachdenGleichungen(A.6) und (A.8) hatder Imaginarteilder Greensfunktionmmer

dieForm i {1 )
sin(aqw f(A,i, j,v
D(GAL 1) // P(A\) —2coqqv) — 2cos(qp)dVdu'

Dabeiist f die DeterminanteeinerMatrix, die (i nicht enthalt. Der Integranddesimagi-
narteilsist alsoder Quotienteinerin i ungeraderund einerin y gerader-unktion. Der
Quotienteinerungerademndeinergeraderunktionist selbstwiederungeradeDasIn-
tegral UbereinePeriode(oderdasganzzahligeVielfacheeinerPeriode)einerungeraden
Funktionergibt immerO0, deshalbyilt:

O(G(A,i, j)) =0. (3.45)

Mit derHermitizitatvon H2 (3.42)folgt:

G(A1,J) =G, ). (3.46)

Die Greensfunktiorc?(A) zumAzbel-HarpeHamiltonianH? hatalsofir alleA € R, die
keineEigenwertevon H? sind, folgendeEigenschaften:

1. Die ElementederGreensfunktiorG2(A, i, j) sindfur allei, j reell (3.45).
2. G?ist symmetrisch(3.46).

3. Die Diagonalelementeon G2 sindidentisch:

G\ L) =G A\,mm)  (1<I,m<q). (3.47)

4. Die Elementgeder j -tenNebendiagonalsinduntereinandegleich:
GALI+))=GAmm+j) (1<I<m<aq). (3.48)
Um G? vollstandiganzugebengeniigtdie Kenntnisvon maximalq Elementervon G2,

DieseAussagayilt nur fur die verwendetd.andau-EichunglesVektorpotentialsind ftr
dasaufeineDimensionund einemagnetisch@rillouinzonereduzierteSystem.
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

3.2.3. Berechnung der Diagonalelemente

Im voranggangenerAbschnittwurdeneine Reihevon Eigenschafterder Resohenten
von H? hegeleitet. Mit (3.37)und (3.47) lassensich die Diagonalelementgon G#(A)
berechnen:

™ T
G\, = i//ﬂdvdp
b 42
Tm—TT

M
[ ! dvd 3.49
/n P(\) —2cogan) —2cogqy) "W (349

Die Losungdiesedntegralsist bekannt:Sietritt auchbeiderBerechnunglerGreensfunk-
tion G! fur ein Teilchenim periodischerPotentialohneMagnetfeldauf (sieheAbschnitt
3.1),

m T
t . !
SO = g2/ | ¥ coden) ~20oga)

_T[_
2 4
- < (3)

mit demelliptischenintegral ersterArt nach[Byr]. ErsetztmanA duchP(A), soerhalt
mandie Losungdesintegrals(3.49). Die Diagonalelementder Greensfunktiorwerden

ZU
. 2 1 dP(), [ 4
G(A,I,I)_EP(A) o K(P()\)>, (3.50)

fur alle A auRRerhalldesSpektrums/on H?,

DasSpektrumvon H?ist mit (3.50)sofortbestimmt:Daselliptischelntegral ersterArt ist
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3.2. Die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian

nur fir Argumentedie kleinerodergleich 1 sind,definiert. Deshalbsind alle g, fur die
P(e) <4

gilt, Eigenwertevon H2, Diesdecktsichmit (2.36).

Liegt A im Spektrumvon H?, soist G2 nicht definiert. Man betrachtetstattdesseulie
Grenzwerte
G (g) = lim G¥e+is).
s—40

Diesewerdenwie im Fall ohneMagnetfeldausder analytischerfFortsetzungdesellipti-
schenintegralsiberder komplexen EbeneberechnefMor][Byr]. Damit erhaltmanfar
G?*(g) liberdemSpektrumvon H2:

O0G*(e,l,1) = _%Tédz(;)K<PTa))’ _4<P(e)<0, (3.51)
OG¥(g,1,l) = %gd%?K(@), 0< P(e) < —4, (3.52)
0G*(e,1,1) = :F%Tédz(;)KG 1—P(£)2), _4<P(e) <4, (3.53)

Die Abbildungen3.4 bis 3.6 zeigenReal-und Imaginarteilder Greensfunktiorfir ver
schiedené&Vertevona.

Die Zustandsdicht&ftsichausdemlmaginarteilder Greensfunktiorberechnen:

o) = F-0G*(el,))
1 1dP(e) (1
28q de K(z H’(s)z)

1 1dP(e),, [ |P(g)|
22q de K( 4 )

siehe[Byr]. Dieseist identischmit der bereitsbekanntenZustandsdichtewus [Wal]
(2.37).

Physikalischinteressanan dieserRechnungst die Tatsachegdal3die Diagonalelemente
derGreensfunktiomlesSystemohneMagnetfelddie gleichemathematisch8trukturha-
benwie diejenigender ResolentendesSystemsanit Magnetfeld.Die Diagonalelemente
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

Abbildung3.4.: Real-und Imaginarteil(0G? (g, 1,1)) einesDiagonalelementder Greensfunktiorzu o =
1
z.

Abbildung3.5.: Real-undImaginarteil(0G?® (g,1,1)) einesDiagonalelementder Greensfunktiorzu o =
1
é.
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G 10

10 . i
4 2 0 2 4

€

Abbildung 3.6.: Beispielfir eine komplexere UnterbandstrukturReal—-und Imaginarteil(OG?" (g, 1,1))
einesDiagonalelementder Greensfunktiorzu o = g.

derGreensfunktiorbeiderModelle,ob bei angelgtemMagnetfeldoderohne kbnnenals

—

G\ = %ﬁ%K(ﬁ) fur [P(A)| >4,

0G* e = pd Al (B2) fur —4<Ple)<4, (3.54)

0G*(e,I) = :Fi%df,(;)K'('Pf)') fir —4<P(e) <4,

undl bezeichnetinenPlatzauf demGitter in zwei Dimensionen.Bei angelgtemMa-
gnetfeldbezeichnefeinenOrt aufderx—Achse.

Esgilt alsodie Aquivalenz

Gt()\alar) = Ga()\alaDGZO- (355)
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

Andersbetrachtetvird dasAnlegeneinesMagnetfeldesiurchdie Transformation
p— p+eh

mit demUbeigang
A—P(N)

in der Greensfunktiorbeschrieben.

Die Diagonalelementder Greensfunktionleben” alsonachAnlegendesMagnetfeldes
aufdemPolynomP(A) stattaufA.

Die Aquivalenz(3.55)laRtsichauchnochvon einerandererSeitebetrachtenDie Dia-
gonalelementgon G? lassersichausder Zustandsdichteerechnen:

G\ = /;)(Te)ds

qa T
= i;!%ds.

Dabeisindu; undo; die Unter bzw. Oberkantalesi—tenmagnetischeb/nterbandesind
pi(€) die ZustandsdichtdiesedBandes Die Diagonalelementder Greensfunktiorzu H?
entsprechemlsoder Summelberdie Diagonalelementder Greensfunktionezu denq
magnetischetJnterbandernwennmansiealsisoliertbetrachtet.

Die Zustandsdichteinesmagnetischetnterbandesinterscheidetichnurin zweiPunk-
ten von der einesTight—Binding—BandesZum einenist sie nicht mehr symmetrisch,
denndie Dispersionsrelation(k) im Unterbandst nichtmehrproportionalzu cogkix) +

cogkoy). Zum andererist dasintegral iberdie Zustandsdichtaicht mehr1, sondern(l].
Bildlich ausgedriuckbestehtdie Greensfunktiorzu H? auseiner Summevon q Greens-

funktionenzu ,verzerrtenTight—-Binding—Bandern.

Mit dieserErkenntnislaRt sich eine Naherungder GreensfunktiorG#(A,1,1) fir Werte
von a mit groBemNennerg machen. Fir groR3eq sind die magnetischetunterbander
sehrschmal,bei Wertenvon q = 100ist die Breite der meistenUnterbandekleiner als
10~16 alsonahan der numerischerRechengenauigiit. Die Zustandsdichtéiberdiesen
Lunendlich” schmalemmagnetischetnterbandermatim wesentlicherdie Gestalteines
Peaks.Zum Integral Uberdie Zustandsdichtéragt lediglich die Van—Hwe—Singularitat
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bei. Deshalbkannp;(€) fur grofReq bei sehrschmalenUnterbénderrgut durcheine d—
Funktiongenahertverden.Als ApproximationderResohentervon H2 egibt sichdaraus

G L) = i/oi;’L_sids

(0] 1
q EI6(8 -A)

N de

Q

1= U

13 1
_ a_zlﬁ. (3.56)
1=

DieseN&herungst sinnvoll, dennfiir grolReWertevon q wird die BerechnunglesHof-
stadterscheBpurpolynombesondergn denBandliiclensehraufwendigundnumerisch
ungenaudaP sehrgrol3eWerteannehmerkann.

Eigensc haften der Diagonalelemente

FUrdie spatererBetrachtungesinddie analytischerkEigenschaftenderDiagonalelemen-
te der Greensfunktiordes Azbel-HarperHamiltoniansvon Bedeutung. Deshalbwird
hier ein Uberblick uberdieseEigenschaftemyegeben.Zum Teil ergebensie sich ausder
obengenannterquivalenz(3.55),sie sollenhier der Vollstandigleit halberdennochan-
gefuhrtwerden.

¢ Die Diagonalelementder Greensfunktiorsindungeradd-unktionenin A:

|—»—»

) ) = _Ga()\a

Ga(_)\a l—;—‘)a (357)

dennwegen

P(A\) qgerade
—P(M\) qungerade

+=— (gerade
——gv~ dungerade

Q.
9
|
Xt
AN

o
Y
>

a7



3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

ist G immerein Produktauseinerungerademnd zwei geraderf-unktionen.

e Der Imaginarteilvon Ga(g,I,T) tibereinemBand hat an der Bandkantegy einen
endlichenGrenzwertfalls % # 0. Denn

lim 0G* (g,I,1) = F lim 1 dP(e )K’<P(£)>

£k s—>sk 21q de

4
B 2 dP(e=¢) P(g)
- T de p('l§TL4K< 4

also
N=Fo——. (3.58)

Die Ableitung <£ &) verschwindetan der Bandkantenur fir entarteteBandey
deshalkgilt (3.58)fur alle nichtentarteternterbander

e Zum ZentrumdesBandeanit P(€) = 0 hin divergiertderimaginarteilder Greens-
funktion:

. 1 1dP(¢) |P(g)]|
at ! _
(l'SlODG (eI, N=F (gTLOZHq 5 K ( i) =¥ (3.59)

dennK’(x) divemjiertfir x — 0.

o 0G? (g,I,I) hatim ZentrumdesBandesP(g,) = 0 einenendlichenGrenzwert:

: at o TT 1 dP(e), (P(e)
ImBETE L) = £ (“)—>02nq g\ 2
. 1 dP(e =¢)
— iﬂqids (3.60)

e Der Realteilder Diagonalelementder Greensfunktiordivergiert andenBandkan-
tengx. Aul3erhalbeinesBandegilt:

s oo 2 1 dP(\) [ 4
am GEALD = lim By N K( (}\))
_ 2 1dP(A=¢& lim K(i)
mq+4  dA PA)—4  \P(A)
— 4o, (3.61)
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InnerhalbeinesBandegilt fur % # 0 (d.h. endlicheBandlicle jenseitsder

Bandkante):

. - .1 dP(e),, [(P(e)
at _
EII—rJ;kDG &L = EII—rJ;kZ][q de K( 4
1 dP(e=¢) .. (P(s))
= lim K| ——=
2mq de p<é§'l4 4
= :tOO_

DieseEigenschaftaldt sich auchmit demendlichenGrenzwertdesimaginarteils
von G?(g, I, 1) anderBandkanteerklaren(3.15).

Sindzwei Banderentartetsogilt zwischenden Bénderndp<§?") = 0 unddamit:
. a s .
lim DG (e,I,H=0 (3.62)
bzw
. a = = .
a“_rfngG (g,I,1)=0. (3.63)

lim G&(\,1,1) =0 (3.64)
A—o
und
lim G3\,I,T)=0. (3.65)
A——o

FirisolierteBanderist G(A, I, B unterhalbderunterenBandkantémmer negath.
Denngemaly2.36)qilt:
P <4

UnterhalbeinerBandkantegilt alsoentweder

dP(A)
P(A\)<—4 und T>O
oder dPOA
P(A)>4 und % <0
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

DasProduktP()\) ( ) ist damitimmernegativ. K <ﬁ) istimmer positiv. Die

Dlagonalelementeler GreensfunktiorG2(A, T, 1) sind unterhalbeinesBandesim-
mernegativ.

e Firisolierte Banderist G3(A,I,1) oberhalbder oberenBandkantammer positiv.
DennoberhalbeinerBandkantegilt entweder

dP(A)
P(A)<—-4 und N <0
oder dPOA
P(A)>4 und d; ) > 0.

DasProduktP (M) = ( ) jst deshalbimmer positv. Mit K( PR )) > 0 folgt, daf’
die DiagonalelementelerGreensfunktlorGa )\,I,ﬁ oberhalbeinesBandesmmer
positiv sind.

e AuRerhalbdesSpektrums/on H2ist G&(\, T, 1) strengmonotonfallend,denn

—

GAATT) = <||(A H3)~H,
dGan i = I\()\ H3) T
_ —(I|()\—H) 211y < 0. (3.66)

3.2.4. Die Nebendia gonalelemente

Wie im vorangehendeAbschnittgezeigt konnendie Diagonalelementder Greensfunk-
tion des Azbel-HarperHamiltoniansin Abhangigleit vom Hofstadterscherspurpoly-
nom analytischausgedricktverden(Gleichungen(3.50) bis (3.53)). Die Diagonalele-
mentederResolhenterzum Tight—Binding—Modellergebersichim Grenzall verschwin-
denderMagnetfeldq3.54).

Fur die weiterenAbschnittesind zusatzlichzu den Diagonalelementeauchdie Neben-
diagonalelementder Greensfunktiordes Azbel-HarperHamiltoniansvon Bedeutung.
Ihre Berechnungsoll im folgendenerlautertwerden.

Die GreensfunktiorG#(A) (fur festev, ) ist definiertdurch:

A —H3HGEA,1,v) = 1.
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3.2. Die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian
Darausfolgt fr die AdjunktenA; j von (A — H#)

1
Eam;ﬂAH4+AJJ—Q Ci)A )z—aj (3.67)

mit

P(A, i, v) = P(A) —2coqqv) — 2coqqy).

Ebensayilt nattrlich
G* AV, (A —H%) =1

unddamit

1
W(Al H‘1+AI j-1— ()\ CJ)A| ) =9 - (368)

Also

Aij

POy 20

1
W(Ai,j-l-l‘l‘Ai,jl‘i‘Ai.;_l,j +Ai71,j> = (2)\_Ci _Cj)

Nachlintegrationergibt sich
Ga()\7i +17 J) +Ga()\7| - 17 J) —J’_Ga()\’i’ J +1) +Ga()\7i7 J - 1)

T Tt
1 A

—Tn—Tt

Wennmandaslntegral

/n/nc.m, v (3.70)

far alle i, j l6senkdnnte,wére damit eine Rekursionfir die Elementeder Greensfunk-
tion analogzur rekursiven Berechnungler Elementevon GY()) (sieheAbschnitt3.1.1)
gegeben. Leiderist (3.70) nicht allgemeinlésbar Ebensaoist esauchnicht fir allei, |
maglich, die RekursiondesModells ohneMagnetfeldauf dasAzbel-HarperModell zu
ubertragen.Lediglich die Elementeder erstenNebendiagonaleon G(A\) kdnnenaus
denDiagonalelementeherechnewerden wie im nachstembschnittgezeigtwird.
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

Erste Nebendia gonale

Um ein Elementder erstenNebendiagonaleron G#(A) zu berechnennutzt man die
Gleichheitder Elementen einerDiagonalen(3.48)und die Symmetrievon G(A) (3.46)
aus.Die linke Seitevon (3.69)wird damitzu

G\, i+1,i) +G¥\,i—1,i) + G¥(\,i,i+ 1) + G3¥(\,i,i — 1) = 4G3(\,i,i + 1).

In (3.69)eingesetzegibt sich

G3(\i,i+1) = %(%/ﬂ/ﬂ(h—q)ﬁdvdu—l).

Diesesdntegralist |6sbar dennesgilt

T T
.. 1 A
a )
AGE(A L) +1 = )\—4 2//7dvdu+1

P\, 1, V)
—TT—Tt
17 T[)\A. +P(A, V)
- i,i s M
= / / SOy v (3.71)
—T—TT

Furqg > 3 findetmandie Beziehung

Ko

)\Ai,i + P()\a H, V) - 2()\ - Ci)Ai,i

No NN -

= .
- ai;)\Ai’i - 2()\ - Ci)Ai,i + ()\ — Ci)Ai,i _Ai,ifl _ Ai,i—l—l
14
= 2coqqv) — 2coqgy). (3.72)

Die letzte Identitatkonnteich nicht beweisen,sie hielt jedochsamtlichenanalytischen
undnumerischeberpriifungerstand.

2Uberpruftwurdeanalytischmit demProgrammMaple fiir alle o bis g = 9, sawie numerischmit Stich-
probenbis g = 100.
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3.2. Die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian

AnalogzumBeweisderGleichheitder Diagonalelement€3.47)laltsichzeigen,daf’

T TU m Tt
1 A 1 At
4112//20\ C')P()\,u,v)d\}du_4n2//20\ Ci+1) P()\,u,v)d\}du

—T—Tt —T—Tt

gilt.
Mit (3.72)und(3.71)folgt:

m 1
1 N A
4112//20\_0')P()\,u,v)dvdll
m—Tt

2(A—cj)

o
|

A
P\, ,V)

dvdu

~—

Qi
I N
:ll\)

A—C)A;;
S V)

1L AA i +P(\, 1 V) — 2cogq) + 2cogqi)
P\, 1, V)

M

=

[y
N)

dvdu

\: .“-l\:
|
A

9
>

dvdp

~—q .“-I\::
\::‘l
M

\
7

QiR
o]
b‘l—\
:ll\)
\:l
>
>
+
3
>
¥
=
o
S
=

P\, 1, V)

2co
e e | [

|
N
EA
—
—
TN
,; o
/m\
fo)
<

Die ElementedererstenNebendiagonaleon G#(\) ergebensichdamitzu

GA(Aii+1) = %(AGa()\,i,i)—l). (3.73)

Dies entsprichtder Berechnunger ElementeG(\, 1,1 + (1,0)) (3.10). G! ist auf dem
Gitter definiert, G2 dagegyen nur auf der x-Achse. Das (I,T + (1,0))—Elementvon Gt

entsprichtalsodem(i,i + 1)-Elementvon G2, Die Aquivalenz(3.55)laRtsichalsoauch
aufdie Elementeder erstenNebendiagonalanwendenln Abbildung 3.7 wird die erste

Nebendiagonaleler Resolentenfiir o = % damgestellt: An den Bandkanterdivergiert
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

G

013 !

Abbildung3.7.: Die ersteNebendiagonalder Greensfunktiorzu o = % nach(3.73).

G3A, 1,1 + 1) wie G&(A,I,1). Nach (3.73) wird die ersteNebendiagonalals Produkt
zweierungeradefFunktionengebildet,deshallist sie symmetrisclzuA = 0.

Im Tight-Binding—Modellkénnendie Elementeder Greensfunktiorrekursv berechnet
werden,wie in Abschnitt3.1.1ansatzweiselagestelltundin [Mor] detailliertbeschrie-
ben.Dasist, wie obenbeschrieberfiir die Elementevon G2 leidernichtmoglich,deshalb
musserdie weiterenNebendiagonalelementeimerischberechnetverden.

Weitere Nebendia gonalelemente

Die ElementeG?&(A,i, j) mit j > i + 1 werdennumerischbestimmt. Dabeikann man
entwederdie Eigervektorenvon H2 berechnemund diesedannin (3.32) einzetzenpder
(A —H?) invertierenund (3.37) anwenden.In der Praxiserwiessich die zweite Mog-
lichkeit alswesentlichschneller dennzum einensind die Routinenzur Berechnungler
Inverseneffizienterals die zur Berechnungler Eigenwerte zum andererfallt die Sum-
mationunterdemintegral weg, waszusatzlichd_aufzeitworteile bringt.

Die Integrationerwiessich alsrelatv schwierig: In der Mitte der Unterbandliicknrei-
cheneinfacheVerfahrenwie z.B. der GauR—LgendreAlgorithmusleicht aus.Naheden
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3.2. Die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian

Bandkanteraberentwickelt derintegrandscharfePeaksdie wesentlichzumintegral bei-
tragen. Bei vielen ,héherwertigen”Algorithmen, welchedie Integrationbeispielsweise
durchApproximationdesintegranderoderiberseineFourieEntwicklungdurchfihren,
werdendieseSpitzengeglattet. Deshalbwird dasVerhaltender Greensfunktioran den
Bandkantenvon diesenAlgorithmen nicht richtig wiedegegeben. Als zuverlassiger-
wiessichein selbstentwickeltesVerfahreneineArt dynamischeBSimpson—Algorithmus,
derdie Peaksdetektiertund deshalbnicht glattet. DiesesVorgehenhattezusatzlichden
Vorteil, dal3die Integrationfur alle Diagonalerparallelausgefiihriverdenkonntedadurch
verbessertsichdasLaufzeitverhaltererheblich denndie Invertierungvon (A — H?) muR-
te sonurnocheinmalftir jedesA durchgefihriverden.

Bei Wertenvon g < 9 bot sich ein weiteresVerfahrenan: Die Adjunktenvon (A — H?)

wurdenanalytischmit Maple berechnetind dannnumerischmit eigenenRoutineninte-
griert. Soliel3 sichdie Genauiglit besonderan denBandkanteweiter steigern.Leider
war diesesvorgeherfir g > 9 nichtmdglich,denndie Determinantewon ,analytischen”
MatrizendieserGroRekonntenmit Maple nichtberechnetverden.

Mit dieserMethodewurdendie Elementeder Greensfunktiorzua = % in Abbildung3.8
berechnetZwei allgemeineAussagerassensichfur G&(A, |, m) treffen: Zum einenist
G?(A,1,m) fur geradell — m| immer eineungeradeundfiir ungeraddl — m| immereine
geradeFunktion. Zum anderemimmt der Betragvon G#(A,l,m) zu gegebenerm\ mit
wachsendenii — m| innerhalbeinerPeriodedesmagnetischetbemittersim Mittel ab,
wie in Abbildung3.9dagestellt.

Fur einige der weiterenBetrachtungerist essinnvoll, Wertevon || —m| zu bertcksich-
tigen, die gréRerals g sind. Fur dieseFalle lal3tsich, wie in AnhangB damgestellt,eine
Fortsetzungszon G2 angeben:

21 211

A
G\, 1,m) = //équ“ mydiva)_ Mg 3.74
POy M &7
mit mg = mmoda.

Auch die ElementedieserfFortsetzungsind reell (sieheAnhangB). Von besondereBe-
deutungist dasVerhaltenvon G2 fiir gro3e|l —m|. In Abbildung3.10wird G&(A,l, m)
in Abhangigleit von || — m| daigestellt. Die Elementenehmenschoninnerhalbweniger
Perioderdesmagnetischeb/bemitterssehrstarkah
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

05 : .

-0.5F 1 7
-1 | | i | |

Abbildung 3.8.: Alle verschiedenetlementeG#(A,l,m) der Greensfunktiorzu o = %: Angetragenist
jeweils G&(A, 1,1 + d) gegenA in Einheitender skaliertenEnengie.
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3.2. Die Greensfunktiorzum Azbel-HarperHamiltonian

[I-m

Abbildung3.9.: Die GreensfunktiorG(A,l1,m) zua = £ beianggebenen in Abhangigleitvon |l —m|.

G’ 04 T | .
A= 19 ©
. A= -34 +

0.3

0.6 I I I
0 5 10 15 20

|I-m|

Abbildung3.10.: Die GreensfunktiorG#(A,l,m) zua = % in Anhangigleitvon || — m| GbermehrerePeri-
odendesmagnetischefUbemitters. A ist jeweils anggeben.
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3. Die Greensfunktioritir Teilchenim Kristallgitter

G? 1¢

R

01k

0.01}
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0.0001}
1e-05F
1e-06F
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1e-08F

1e-09. I I I I I
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|I-m|

Abbildung 3.11.: Der Betragder GreensfunktioG#(A,l,m)| zua = % in Anhangigleit von || —m| Uber
mehrerePerioderdesmagnetischelbemitterslogarithmischangetragenh ist jeweils angeeben.

In denFallen, fir die m= | £ hq gilt, tritt im Zahlervon (3.74) die Adjunkte A | von
(A —H?) auf, siehangtnichtvon pah Deshalbistesméglich,die du Integrationin (3.74)
explizit durchzufiihrengdasErgebnishangtwie e "l von h ab (B.8). Esliegt dahemahe,
daRsichauchGa(\, |, m) naherungsweisaie e "l verhalt.

DieseVermutungwird durchdie numerischeRechnungoestatigt. Das Korvergenz\er

haltenwird deutlich,wennman|G#(A,l, m)| logarithmischgegen |l — m| antragt,wie in

Abbildung3.11dagestellt.Die Punktemit m=| +-i + hqlassersichin dieserAntragung
zumindesfir || —m| > qjeweils durcheineGeradeverbinden.

Die Elementevon G&(A, 1, m) korvergierendamitzumindesim Mittel wie

G3(\, 1, m) ~ e =, (3.75)
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4. Storstellen 1m Kristall

Im letztenKapitel wurdedie GreensfunktiordesAzbel-HarperHofstadteModells her
geleitetunddiskutiert. Mit Hilfe dieserErgebnissesoll nunderEinfluReinesFremdatoms
im Kristallgitter auf dasSpektrumdesSystemserechnetverden.

Die Methodezur Berechnungron Stérstellennreausim Kristallgitter mit Hilfe der Re-
solventenvon H2 stammturspriinglichvon Kostnerund SlaterausdemJahr1954[K os]]
[Kos3. Einesehrgute Einfihrungin die Stérungsrechnungit Hilfe der Greensfunk-
tion, auchfir Kristallgitter, wird in [Eco] gegeben. Die Idee, diesesVerfahrenauf das
Azbel-HarperHofstadterModell zu Ubertragenhatte Gustar Obermairim Jahr1996.
In derDiplomarbeitvon MichaelKlein [Kle] wurdenerstenumerischdergebnissalieser
Rechnungerorgestellt.

Im nunfolgendenAbschnittsoll zunachstdie Stérungsrechnungn periodischerByste-
men erklart werden. Durch die einfacheForm desStértermsim Hamiltonoperatotaf3t
sichdie AuswirkungeinesFremdatom&uf dasSpektrumleicht bestimmenZusatzliche
erlaubteEnegien, sogenanntestorstellennreaus,tretenauf. Daraufhinwird die Sto-
rungsrechnungm Tight-Binding—Modellvorgefuhrtund im Anschlu3auf dasAzbel—
HarperHofstadterModell angevandt.

4.1. Die Greensfunktion des gestorten Systems

Der Hamiltonoperatoffir ein Elektronim Kristallgitter mit einem Fremdatommif3te
strenggenommeanalogzum Tight—-Binding—Hamiltoniarausden einzelnenHamilton-
operatorenedesGitteratomderechnetverden(sieheAbschnitt2.1). Im Folgenderwah-
lenwir eineneinfacherenausplausiblenUberlegungenhegeleiteterHamiltonoperatar
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4. Storstellerim Kristall

/\Iokales Potential V

Abbildung4.1.: Im Modell wird eine Storstelleim Kristall (i.A. ein Fremdatompeschriebenndemdas
lokale PotentialV amOrt | um die EnegieU verénderwird.

Ein Bandin einemFestkdrpersetztsich ausdenOrbitalenaller Gitteratomezusammen.
DasAtom amGitterplatzl einerStorstelleunterscheidesichvon allenandererdadurch,
daRRdasOrbital, daszum Bandbeitrdgtum die Enegie U gegentberallen anderenver-
schoberist. DasGitterpotentialam Ort I wird im Modell entsprechensterander{(siehe
Abbildung4.1). Der HamiltonoperatodesgestorterSystemdaitsichdamitals

H=Ho+H;

mit demStorterm
Hy = U] (4.1)

darstellen.Hq entsprichtdabeidemHamilton—OperatodesungestorterModells (2.12)
oder(2.30).

Ausgehendionder GreensfunktiorGy desungestortersystemswird die Resohentedes
gestorterbystemserechnet:

— ((A—Ho) (1— (A— Ho)_1H1>)_1
= (1-Go(M\)H1) *Go().

Mit von NeumannscheReihe

(1—GgH1) ™ =14+ GoH1+ GoH1GoH1 + ...
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4.1. Die GreensfunktiordesgestiorterSystems

folgt die Entwicklungvon G(A), die sogenannt®yson—Reihe:

G = Gop+GgH1Gog+GgH1GgH1Go+... (4.2)
= Go+GoH1(Go+ GoH1Go+...) (4.3)
= Go+GoH1G. (4.4)

Die GreensfunktiordesgestorterSystemsst alsodurcheinelntegralgleichungvollstan-
dig bestimmt.

Zur weiterenRechnungyird die sogenanntd —Matrix
T(A) :==H1G(A\)(A —Ho)

definiert. Sie laRtsich als Reihenentwicklungn denbekannterOperatorerGo und Hq
darstellen:

T=H1+H1GoH1+H1GogH1GoH1+.... (4.5)
Mit Hilfe von T laRtsichdie GreensfunktiordesgestorterSystemss ausdriicknals

G(A) = Go(A) + Go(\) T(\)Go(h). (4.6)

WegendereinfachenStrukturvonH1 in (4.1)kannT mit (4.5) leicht berechnetwverden:

T(A) = HiG(A)(A—Ho)
= Hi+H1Go(M)H1+H1Go(A)H1Go(AH1 + ... 4.7)
= >U<I+[I>U<TGo(\)[>U <1
+I>U <T|Go(M)[I>U < T|GoM)[I>U <1 +...
- [[>u (1+UG0(A,|T)+(UG0(A,T,T))2+...) <Tl
> v __ <T]. (4.8)
1—UGo(A,T,T)

Dabeiwurde:
Go(A, M, ) := (MGo(A)|AT)

definiert.
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4. Storstellerim Kristall

Durch Einsetzenvon (4.8) in (4.6) laf3t sich die GreensfunktiordesgestortenSystems
sofortangeben:

GO()\v m, I#)(30()\7 I_: m)

G\, m i) = Go(A, M, M) +U =
( s 1L ) 0( PARL) )+ 1—UGO()\,I,D

(4.9)

DasSpektrumvonH emibt sichdirektausdenEigenschaftederGreensfunktionAlle A,
fur die G nichtdefiniertist, sinderlaubteEnegiendesgestorterSystemsDie Resohente
desgestorterBystemg4.9) hatSingularitaterfir die Enegien,fir die auchdie Resohen-
te desungestorterSystemssingularwird. Das SpektrumdesungestorterSystemswird
alsoin demdesgestérterSystemsenthaltersein.

ZusatzlichtretenPolevon G bei denEnegienes auf, fur die gilt:
- 1
Go(esI,) = - (4.10)

Diesegs sindisolierte Eigenwertevon H. Im Vorgriff auf spatereRechnungersoll hier

erwahntwerden,daf3(4.10) im Tight-Binding—Modellgenaueine Lésunghat, im Fall

desModellsystemsnit angelgtem Magnetfeldgenauq verschiedené.dsungen.Diese
zuséatzlicherEnegien werdendurch die gestortePeriodizitdtdes Systemserlaubt. Die

Storstellennieausmuisseraul3erhalteinesBandediegen,dennim Bandhatdie Greens-
funktion einenendlichenimaginarteil,die Bedingung(4.10) kannalsonicht erflllt wer-

den.

Um dasStorstellennreaumit derEnegie 5 weiterzu charakterisiererhendtigerwir das

Residuunmvon G(gs, M NY) ander Stellees. Weil der Nennervon (4.9) bei A = & eine
einfacheNullstelle hat,ist diesesResiduumgegebendurch[Jan]:

Res(G(gs, M, ') = — — , (4.11)

wobeiG)(&s,I,I) die Ableitungvon Go(A,T,T) nachA ander Stellegs ist. Mit (3.4)kann
die EntartungdesStorstellennreausmit der Enegie € berechnetverden:

fo= / Res(G (g5, M, )) difh

Die Greensfunktionst auf demGitter definiert,deshalbtkann fs durcheine Summeaus-
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4.1. Die GreensfunktiordesgestiorterSystems

gedruckiwerden[Eco]:

fs = ;RGS(G(Ss,mam))

G6(£Sa 7D m
1 " —
- g
I e
ey
= 1.

Jedessolierte Niveaugs ist also nicht entartet. Desweayen laf3t sich mit (3.3) der zu &5
korrespondierendgigenzustandberechnefEco]:

Z Go(ss,m,r)
m V —GB(ESLD

WobeiG()(ss,r,r) < 0(3.66)gilt. Die Elementeder Greensfunktiomehmenjm Fall mit
Magnetfeldzumindestm Mittel, mit WachsendenhT— m| exponentiellab (siehe(3.75)
und Abbildung 3.9). Die Wellenfunktionensind alsoam Ort der Stérstellemaximalund
verschwindenm Unendlichen.Die Zustandezu denStoérstellennieaussind damitloka-
lisiert.

Ps = ™), (4.12)

4.1.1. Die Zustandsdic hte des gestor ten Systems

Wie erlautert,enthaltdasSpektrumdesgestorterSystemsalle Eigenwertedesungestor
ten. Die LagedieserEigenwertam Spektrumwird durchdasFremdatommichtbeeinfluf3t.
Die StorstellehataberAuswirkungenauf die ZustandsdichteesgestorterSystems.

Die Zustandsdichtgg desungestortersystemdiberdemBandist durchdenimaginéarteil
derGreensfunktion—%DGg (3.5) gegeben.Mit (4.9) laltsichdie Zustandsdichte des
gestorterBystemserechnen:

p(e,mM) = —%{D{Gg(s, m, M) + U

=

G3 (e, mDGE (g,T,m)
1-UGH (s,
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4. Storstellerim Kristall

Offensichtlichist die Zustandsdicht&un vom Ort abhangig.Die Elementeder Greens-
funtionGo(g, M, T) nehmersonvohlim Tight-Binding—Modellalsauchim Azbel-Harper
Modell, mit wachsenderim—I| ah Deshalbwird die AuswirkungeinesFremdatomswuf
die ZustandsdichtamOrt derStorstelld amstarkstersein. Wie in AnhangC (Gleichung
(C.2))gezeigtwird, gilt

Po(e)
gl)= —— 4.13
p(e.l) = . UG+(£| B (4.13)
Mit denEigenschaftemer Greensfunktiorfir dasTight—Binding—Modell(Gleichungen
(3.16) bis (3.19)) bzw. fur dasAzbel-HarperModell ((3.58) bis (3.61)) lassensich aus
(4.13)die Grenzwerteder ZustandsdichtelesgestorterSystemsan denBandkanterbe-
rechnen(siehe(C.5)):

|F)nm p(g,1) =0. (4.14)
Gleicheggilt fir denGrenzwertder Zustandsdichtém ZentrumdesBandespei P(g;) =
0. Hier hattedie ZustandsdichtelesungestorterSystemseine Singularitat(vergleiche
(C.8));im Gestorterdagegengilt

Ilmp (e,) =0. (4.15)

Die ZustandsdichtdesgestorterbystemyerschwindealsozudenBandkantemin. Dar
ausfolgt mit (3.15),daRRdie GreensfunktiomesgestorterSystemsandenBandkantenm
Gegensatzu der desungestortemicht divergiert. Zudemist p(eps;, T,D = 0 unddamit
nicht mehrsingular Durch dasEinfugeneinesFremdatomsn dasKristallgitter verliert
die Zustandsdichtam Ort desFremdatomsharakteristisch&igenschaftezweidimen-
sionalerSysteme.

Einzig die Van—Howe-Singularitaim Bandzentrunbleibt erhalten. Fir ihre Existenz
genugtes,dal’die AbleitungderZustandsdichten Banddivermiert.

Wie bereitserwéhnt,hat (4.10) innerhalbdesBandeskeine Losung, dennG+ (g,1 3 hat
einennicht verschwindendeimaginarteil. Es kannaberein lokalesMaximum der Zu-
standsdichtéir

1-UD (Gg (s,r,r)) ~0 (4.16)
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4.2. Storstellenm Tight—Binding—Modell

auftretenpesonderslann,wenn
AN 2
(UDGg(s,|,|)) <1

gilt. DieselokalenMaxima,siewerdenResonanzreaugenannfEco], treten besonders
bei schwachenStorstellerals scharfePeaksauf.

Mit demBetragderWellenfunktionzum Storstellennieaues (4.12)laRtsichderBeitrag
desisoliertenEigenwertezur Zustandsdichteerechnengennesgilt [Eco]

p(e,m) = Wi(Mws(1)3(e—es)
_ _GolesMDGo(es I M) 9
Gh(es, I, 1) v

Die Zustandsdichtést normiert,

[ee]

/ p(e,M)de =1,

—00

deshalbmuf3 der Beitrag des Storstellenveauszur Zustandsdichtelie Dichte Gberdem
Bandreduzieren.

In den nun folgendenbeiden Abschnittenwird die Lésungvon (4.10) fir das Tight—
Binding unddasAzbel-HarperHofstadterModell berechneunddiskutiert.

4.2. Storstellen im Tight—-Binding—Modell

Mit denBerechnungemusdemvorangehendeAbschnittsind die Auswirkungeneiner
Storstelleim Tight—Binding—Modelleinfachzu bestimmen Setzenwir die Diagonalele-
menteder GreensfunktiomesungestorteMight—Binding—Modell€3.8)in die Gleichung

(4.10)ein,
2 4 1
“Lk(Z)== 4.17
2k (2)=5 @.17)
soerhaltenwir eineBedingundfur die zusatzlichereigenwertedie Storstellennreaus.

Die Storstellennieausverdenmit (4.17)numerisctbestimmi(sieheAbbildung4.2). Aus
denEigenschafter3.16) bis (3.24) der Diagonalelementgon G!(A, I, r) lassersich die
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4. Storstellerim Kristall

G15 I T T T

Abbildung4.2.: Bestimmungder Storstellennieausm zweidimensionaleffight—Binding—Modell:durch
die Bedingung(4.17)entstehein zusatzlicheNiveauaul3erhallesBandesdesungestortersystems.

Storstellennrteausm zweidimensionalefiight-Binding—Modelbereitscharakterisieren,
zur VeranschaulichundientAbbildung4.2:

1. Wegen (3.24) sind die Diagonalelementeler Resohentenimmer strengmono-
ton fallend, unterhalbdesBandessind sie immer negativ, oberhalbimmer positv
(3.16). Fur positve U hatdeshalb(4.17)genaueineLdsungoberhalbdesBandes,
negatveU emgebengenauein StorstellennieauunterhalbdesBandes.

2. Weil GY(A,T,T) strengmonotonfallt, wachstlerAbstanddesStorstellennieausron
derBandkantestetigmit demBetragvonU, wie in Abbildung4.3 gezeigt.

3. Die Diagonalelementéer Greensfunktiordivergierenan den Bandkanten(3.18),
deshalliefert (4.17)flr alleU einereelleLdsung.Selbstinfinitesimalkleine Sto-
rungender Periodizitatbewirken ein abgespalteneStdrstellennieau,auchwenn
dieseAbspaltungnfinitesimalklein werdenkann.

DasAuftretenisolierterNiveausbei sehrschwachenStorstellerist charakteristisch
fur zweidimensionalé&ysteme.In drei Dimensionerhabendie Diagonalelemente
der GreensfunktioreinenendlichenGrenzwert. Wie in Abschnitt3.1.2 erlautert,
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NAe 1.2 T T T T T T T
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Abbildung4.3.: Der AbstanddesStérstellennieausvon der Bandkante\e beimzweidimensionalefight—
Binding—Modell. Angetragenist der Abstandin Abhangigleit von der StorstellenstaskU flr negative
u.

wird ihr Betragan den Bandkantermaximal. Dasfuhrt zu einerminimalenStor
stellenstark Upin: nurfir U > Unin spaltenStoérstellennreausvom Bandah

4. G'(A,T,T) ist punktsymmetrisceumUrsprung(3.17). Deshalbyilt fiir die Storstel-
lenniveaus:

Es genugtalso, nur Akzeptoren(U <0) zu betrachtenalle Aussagergelten (evtl.
mit umgelehrtenVorzeichenebensdir Donatoren.

Die ZustandsdichtéesgestdrtenTight—Binding—Modellsam Ort der Stérstellelaitsich
berechnenjndem man Real—und Imaginarteilder Greensfunktiorzu H!, (3.11) bzw.
(3.13),in (4.13)einsetzt:

L1 =K' (%)
p(e,l) = (14 YK ()% + (2K (£))°

DasErgebnisist in Abbildung4.4fur verschieden&VertevonU dagestellt. Fir schwa-
cheU istdie ZustandsdichtdesgestorterSystemsierdesungestértemochsehrahnlich,
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Abbildung 4.4.: Die ZustandsdichteleszweidimensionaleMight-Binding—Modells(V = 1) am Ort der
Storstellenach(4.13)fir verschieden&torstellenstanU. Angetragerist die Zustandsdichtgegendie
Enegie. Der Beitrag der Storstellezur Zustandsdichtést als 6—Peak(gestrichelt)eingezeichnetdieser
liegt immer aul3erhalldesBandeswaserstabU < —2 in der Grafik aufgeldstwird. Ein Vergleich mit

Abbildung 3.2 zeigt deutlich, wie die au3erhalldesBandesliegendeStdrstelledie Zustandsdichtéiber
demBandverandert.
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4.2. Storstellenm Tight—Binding—Modell

Abbildung4.5.: LagedesResonanzdndStorstellennieaug e, bzw. €5) im Tight—-Binding—ModellV = 1)
in Abhangigleit von der StorstellenstakU < 0, angegjebenin Einheitender skaliertenEnegie.

mit wachsendert verschwindetlieseAhnlichkeit. Daslntegral iberdie Zustandsdichte
wird immerkleiner, daderBeitragdesStorstellennreausmit U wachst.Auffallig ist die
Asymmetrieder ZustandsdichteDie ElektronenscheinerEnegien nahedem Stérstel-
lenniveauzu bevorzugen. DieseAsymmetriewird hauptsachlictdurchdie Resonanzen
im BandverursachtResonanzweaustretenimmerdannauf, wenn(4.16)gilt. Im Falle
desTight—-BindingModellsalsofir alle € = &, mit

1 Ly 1
—K(s,l,l)m—.
2m \ ' U

Resonanzweaussind demnachur fur |U | < 4 mdglich (3.21). Analogzu denStorstel-
lenniveauswéchstder AbstanddesResonanzweausvon der Bandkantemit |U| (siehe
Abbildung4.5). BesonderscharfeResonanzweaudreten,wie beschrieberfiir

1 e\ ) 2
=K (—) 1
(U 2 \4 ) <
auf. Sie sind alsofur kleine U am starkstenausgepragtdenndie Zustandsdichteles
ungestorterBystemswvird andenBandkantemminimal.
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4. Storstellerim Kristall

Abbildung 4.6.: Bestimmungder Storstellennieausfir a = % und einer StorstellenstakU = 2,4. Die
durchgezogenedicken Linien entsprechemlen magnetischetnterbanderndie Punktezeigendie Lage
der Storstellennieaus UnterhalbjedesmagnetischetUnterbandegntstehtdurchdie Fehlistelleein diskre-
tesNiveau.

4.3. Storstellen im Azbel-Harper —Modell

NachderStérungsrechnungm Tight—Binding—Modelloll dasin Abschnitt4.1beschrie-
beneVerfahrennun auf dasAzbel-HarperHofstadterModell angevendetwerden. So
wird esmaglich, die AuswirkungeneinesFremdatomsm Kristall bei angelgtemMa-
gnetfeldzu bestimmen.Die Rechnungernin 4.1 setzenkeine spezielleEigenschafder
Greensfunktioroder desHamilton—OperatorslesungestorterSystemsvoraus, die Er-
gebnissesind deshallohneEinschrankungeauf dasAzbel-HarperModell Gbertragbar

Das SpektrumdesHofstadterModells mit einer Storstellesetztsich, wie erlautert,aus
dem SpektrumdesModells fur einenreinenKristall und zusatzlicherEigenwerterbei
denEnegienes zusammenDiesewerdenbestimmtdurch

1
Ga(881 Mo, rrb) = Ua
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4.3. Storstellenm Azbel-HarperModell

Abbildung4.7.: Wie Abbildung4.6zua = 1—10. Der besseretbersichtlichleit halberwurdenur dernega-
tive EnegiebereichdamgestelltA < 0.

mit (3.50)emibt sich:

2 1 dP(s) (4) 1

il K = . 4.18

g P(es)  des P(es) U ( )
Aus (4.18)werdendie Storstellennieausnumerischodergrafischbestimmt,wie in den
Abbildungen4.6 und 4.7 dagestellt. Aufgrund der Struktur der Diagonalelementeler
Greensfunktior(sieheAbschnitt3.2.3)lassensich einige grundsatzlicheAussageniber
die Storstellennieausm behandelteisystemtreffen:

e Unterhalbdesunterstermagnetischetunterbandegallt G3(\,T,T) strengmonoton
(3.66)mit demWertebereichH0, — | (3.65)(3.61).FirU < 0 hat(4.18)alsogenau
eineLosungunterhalbdesmagnetischetynterbandspektrums.

e Zwischenzwei nicht entartetermagnetischetnterbanderrallt G3(A,I,1) streng
monoton(3.66) mit dem Wertebereichoo, —eo[ (3.61), die Bedingung(4.18) hat
zwischendenbeidenBanderngenaueinelL6sung.

e Bei zwei entartetermagnetischetunterbé&nderrverschwindersonvohl der Real—
alsauchderImaginarteilvon Ga(A,T,D am ,BeruhrungspunktderbeidenBander
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4. Storstellerim Kristall

(3.62) (3.63). Die Bedingungftir die ExistenzeinesStorstellennieauswird also
nichterfillt.

— =

e Oberhalbdes magnetischerunterbandspektrumgilit G3(A,l,l) strengmonoton
mit demWertebereicHeo, O[ (3.61)(3.64). Falls die StorstellenstakU grofRerals
Oist, hat(4.18)hierwiederumgenaueineL6sung.

In jeder Bandliicle mit endlicherBreite hat (4.18) also genaueine Lésung. Zwischen
zwei nicht entarteterBandernliegt immer genauein Storstellennieau,zwischenzwel
entarteterBandernkeines. Zusatzlichtritt fir U < 0 nocheineerlaubteEnegie unter
halb desunterstemrmagnetischetunterbandesuf, fir U > 0 eineoberhalbdesobersten
magnetischek/nterbandes.

Wennzu gegebenenu keineentarteterBanderauftreten hat dasgestorteSystemsalso
g zusatzlicheNiveaus.Daseine Stérstellennreau,dasim Fall ohneMagnetfeldauftritt
wird alsoanjedes(isolierte)magnetisch&nterbandorojiziert.

Wegender Punktsymmetriezon G (A, mp, mp) gilt

G(—¢&s,mo,mp) = —G(&s, Mo, Mp)
=&U) = —g(-U).

Die Symmetrieder Diagonalelementder Greensfunktiorgilt alsoauchfur die Storstel-
lenniveaus.

Wie im Fall ohneMagnetfelddivergiert K (ﬁ) anjederBandkanteDie Storstellenni-
veaudretenalsoschonbeiinfinitesimalschwachenStorstellerauf.

4.3.1. Lage zu den Bandkanten

Die Lage einesStorstellennieausim HofstadterSpektrumist durch (4.18) vollstandig
bestimmt.Sieist eineFunktiondesHofstadterscheSpurpolynomsinddessem\bleitung.
Eine analytische_6sungvon (4.18) bei gegebenent undU ist nicht moglich, deshalb
muf3die Lageder Storstellennieausaus(4.18)numerischbestimmtwerden.

Im folgendenAnschnittsoll die Lageder Storstellennieauszu denBandkantendie loni-
sierungsengiendereinzelnerNiveausjn AbhangigleitvonU unda untersuchtverden.
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Abbildung 4.8.: AbstandAe desniedrigstenStorstellennieausvon der jeweils unterstenBandkantezu
jeweilsgegebenenm beieinerStorstellenstakvonU = —2, ang@eberin EinheitenderskalierterEnegie.
Die Berechnungvurdefir einzelnéWertevona = g mit 2<g<80undl1 < p < q-—1durchgefihrt.

Es zeigt sich fur negatve U, dal3ein Storstellennieauunabhangigron der Flu3dichte
desangelgten Magnetfeldesauftritt, das Donator~Niveaudesunterstenrmagnetischen
UnterbandesDiesesNiveaubleibt selbstfiir a = 0 erhalten.

Betrachtenwir zunachstdie Lage diesesunterstenStorstellennreausfir U < 0. Die
lonisierungsengie Ag, ist in Abbildung 4.8 in Abhangigleit von a angetragen.Die
resultierend&Kurve ist dem Verlauf desRandesdesmagnetischetunterbandspektrums
sehrahnlich.

In Abbildung 4.9 wird ein Ausschnittfir a ~ % gezeigt: Ae verlauft stetig, abernicht
stetigdifferenzierbain a, entsprechendemRanddesUnterbandspektrunigiof2].

Furverschwindendes miif3tedie lonisierungsengie desunterstertorstellennreausn
denenegetischembstandder Storstelleim Tight—BindingFall Gbegehen.

Der Grenzwertder lonisierungsengjie desunterstenStorstellennreausAe fur a — 0
ist analytischnicht bestimmbarNumerischla3ter sichabersehrgenauabschatzenMit
Hilfe derN&herung3.56)von G&(A, I, r) fur groReq lalRtsichAe bisg= 2000bestimmen.
Die Approximation(3.56)ist fir sogrof3eWertevon q und |A| > 1 sehrgenaudenndie
magnetischetnterbandesind hierim Rahmerder Rechengenauiggit punktférmig.
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Abbildung4.9.: Ein AusschnittausAbbildung4.8. Die lonisierungsengjie verlauftbei a = % stetig,aber
nicht stetigdifferenzierbar(Berechnungnit g < 500)

A€ 0.12 . . . . A€0.48 . . . .
011k U=-2 = 047~ U=-3 o]
- o 0.46 - Lo -
01 & e
0.45 o -
0.09 L . ol
o 0.44 [ o .
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Lo 0.43 O_x@ .
007 ® il 042 o -
0069 _ o _____ = 041E "~ Tt =
0.05 | | | | 0.4 | | | |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
a a

Abbildung4.10.: Wie Abbildung4.8 jedochein Ausschnittbei kleinena (o > ﬁo) zu Storstellenstéamdn

U = -2 (links) bzw. U = —3 (rechts). Eingezeichnesind jeweils die errechneteiWertevon Ag, ein Fit

dieserWerte mit einer Parabelvierten Grades(punktiert) sowvie die lonisierungsengjie fur o = 0 (gesti-

chelt). Die lonisierungsengjie desniedrigstenNiveausgehtfir kleine a in die lonisierungsengie des
Stostellennieausim Tight—Binding—Modelliber, die AbweichungdesFits bei a = 0 vom tatsachlichen
Wert betragtl,0-107° (U = —2,0) bzw. 2,0-107° (U = —3,0).
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Abbildung4.11.: Die lonisierungsengjie Ac desStdrstellennieausin dererstenBandliicle beia = % in
AbhéngigleitvonU: Die Diagonalelementeon G? habernin denBandliiclenein Nullstelle,deshaltstrebt
derAbstandgegeneinenendlichenGrenzwert(ca. 0,68216).

S i _ 1 1 1
Um den Grenzwertzu berechnerwird die durchAg zu o = 5550, 1950 500 - - 989€ELENE

Kurve mit einemPolynomviertenGradesn a gefittet,wie in Abbildung4.10firU = -2
undU = —3 dagestellt. DasPolynomnimmt fiir a = 0 einenendlichenWert an. Dieser
stimmt bis auf einenFehler< 2,0- 10~° mit der lonisierungsengjie des Niveausim
Tight-Binding—Modelliberein(in Abbildung4.10alsgestrichelteLinie eingezeichnet).

Fir dieseeine GroRetrifft der bekannteAusspruch,naturanon facit saltus”von Linné
alsozu. Ae andertsichselbstbeiverschwindenderiMagnetfeldkontinuierlichmit a.

Zwischenzwei nicht entartetermagnetischeftunterbanderrritt jeweils genauein Stor

stellennveauauf. Im Folgendersoll die LagediesedNiveaushei geggebenenu in Abhan-
gigkeit vonU, A und denlokalenEigenschaftenlesSpektrumauntersuchiverden. Wir

gehendabeiwiedervon einemDonator(U < 0) aus,die Ergebnissegeltenanalogauch
fur Akzeptoren.

Die lonisierungsengie in Abhangigleit von U verhaltsichinnerhalbeinerUnterband-
licke andersals im Fall ohneMagnetfeld: Die Diagonalelementeon G habenin den
Bandliiclen jeweils eine Nullstelle. Fur |U| — c wird Ae alsogegeneinenendlichen
Grenzwertstreben.Abbildung 4.11 zeigt diesesVerhaltenam Beispielder erstenBand-
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Abbildung 4.12.: Die lonisierungsengie der StorstellennteausAe und die Breite der jeweiligen Band-
liicke & fir a = 45 undU = —5.0in Abh&ngigleitvon .

licke im Spektrumvon a = % Der Abstandder Nullstelle von G&(A,I,1) von der Un-
terkantedes mittlerenmagnetischetunterbandedetragtca. 0,68216in Einheitender
skaliertenEnegie.

Sowohl die Stoérstellennreausals auchdie Bandersind durchdasHofstadtersch&pur

polynomP(A) eindeutigbestimmt. Deshalbmuf3ein direkter Zusammenhangwischen
denmagnetischetnterbanderrbzw. denUnterbandlickn und den Stérstellennieaus
bestehenln dergrafischerDarstellungzeigtsich dieseAbhangigleit: Die lonisierungs-
enepgie Ac in einerBandlicle und die Breite der jeweiligen Bandltcle sind fir o = 3%

undU = —5.0in Abbildung4.12dagestellt. Die Ahnlichkeit beiderKurven,zumindest
wennmandie BereicheA < 0 und A > 0 isoliert betrachtefallt auf. Fir andereWerte
von a undU ist diesesVerhaltenreproduzierbarAbbildung4.13zeigtals Beispieleine

komplexereBandstruktui(a = %—g), auchhier verlaufend und As nahezusynchron.

Die lonisierungsengiie im Spektrumhéngtzusatzlichvon U ab: Mit wachsendenU |
strebtsie kontinuierlich gegen den oben erwahntenGrenzwert(vergleiche Abbildung
4.11). In Abbildung4.14ist Ag(A) fur verschieden&Vertevon U angetragenEin Ver-
gleichmit derBreite derBandliclen (sieheAbbildung4.12)zeigt,dalRdie ,,Verzerrung”
vonAg(A) gegenlibe®(A) mit wachsendertd zunimmt.
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Abbildung4.13.: Wie Abbildung4.12,a = 23, U = —5.0.
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Abbildung 4.14.: Die lonisierungsengie Ae der Storstellennieausin den Bandliicken zu a = 3i3 bei
verschiedenelVertenvonU < 0 in Anhangigleit von derLageim Spektrum.
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Abbildung4.15.: Wie Abbildung4.14,die lonisierungsengjie wurdeauf die Breite der jeweiligen Unter
bandliicle normiert.

MichaelKlein zeigtin seineDiplomarbeitKle], dal3die lonisierungsengjiein jederun-
terbandliick, normiertauf derenBreite, fir pure—casebei grolemU zumindeststiick-
weiselinear von a abhéangt. Diese normiertelonisierungsengjie % ist in Abbildung
4.15beia = 3% fur verschieden&Vertevon U dagestellt. Allgemeinist dervon Klein
festgestellteZusammenhangelbstbei pure—casesicht gegeben.

Abbildung4.15zeigteineBesonderheitlesbetrachtete®ystemsfurWertevonU < —3
kann4E beia = 25 groRerals 5 werden. Das Storstellennieauliegt dannnéheran der
OberkantadesnachstiedrigererBandesals an der Unterkantedesnachsthéheren Aus
einemDonatorist damit ein Akzeptorgewvorden. Das Storstellennieauverandertsein
physikalische¥erhaltenn Abh&ngigleit von A und,wie naherdintersuchungegezeigt
habenyona.

Das Stor stellenspektrum

Aus denBeobachtungeim vorangehendeAbschnittlaRtsich dasSpektrumdesgestor
ten Systemsberechnen.Abbildung 4.16 zeigt den HofstadterSchmetterlingnit einer
Storstelleder Starlke U = —1. Der Unterschiedzum SpektrumdesungestorterModells
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Abbildung4.16.: DasGesamtspektrumesGestorterAzbel-HarperHofstadteModellsbeieinerStorstel-
lenstarlevonU = —1.0. Im Vergleichmit demungestoérterspektrum(Abbildung2.1) sinddie Stérstellen-
niveaudeutlichzu erkennen.

ist leicht beschriebenEs bestehiausdenEigenwerterdesungestorterSystemaund zu-
satzlichnocheinemStorstellennreaufiir jedesnichtentartetdnterband Abbildung4.17
zeigtdieses'Storstellenspektrum’die Differenzzwischendemungestortemnddemge-
stortenHofstadterSpektrum.

Weil bei gegebenent undU sowohl das SpektrumdesungestorterSystemsals auch
die Storstellennieauseindeutigdurch dasHofstadtersch&purpolynombestimmtsind,
mul3einefunktionaleBeziehungzwischendemHofstadterSchmetterlingind dem Stor
stellenspektrunbestehen.Allerdings ist die Bedingung(4.18) nicht analytischlésbar
Auch empirischist ein direkter Zusammenhangwischenden Eigenwerternvon H2 und
denStorstellennreausnicht erkennbar

Die Betrachtungdes Spektrumsmit dem ,blof3en Auge” zeigt, dald die geometrische
Struktur des Storstellenspektrumsbgesehenon der Symmetrie,im wesentlicherder
desHofstadterSchmetterlingentspricht. Vor allen Dingenist dasStdrstellenspektrum
in gleicherWeisewie dasHoftstadterspektruraelbstahnlichDeshalbmuf3teessich,wie
von Hofstadtelin [Hof2] beschrieberausdenpure—casemiit a = % konstruiereriassen.

79



4. Storstellerim Kristall

Abbildung4.17.: Nur die StorstellennreausausAbbildung4.16

Die Zustandsdic hte des gestor ten Systems

Die Zustandsdichteinesmagnetischebinterbandesn ungestdrtelzbel-HarperModell
entsprichtwie in Abschnitt3.2.3beschriebender einesTight—-Binding—Bandemit ge-
storterSymmetrie.Dementsprechenidt zu erwarten,dal3sich die Zustandsdichteines
einzelnenBandesdes Modells mit Magnetfeldbei einem Fremdatomim Kristallgitter
ahnlichzu derdesBandesheia = 0 verhalt.

Im Azbel-HarperModell wird p bei gegebeneno undU durcheinsetzerder Greens-
funktion tber dem Spektrum(Gleichungen(3.51) bis (3.53)) in (4.13) berechnet. In

Abbildung 4.18 wird p flr verschiedené&\Verte von U damgestellt. Wie im Fall ohne
Magnetfeld(sieheAbbildung 4.4) nimmt der Beitrag Uber jedemeinzelnenUnterband
zur integrierten Zustandsdichtenit wachsendend ah Esféllt auf, dal3die Storstelle
auf die einzelnenmagnetischetunterbandeunterschiedlichwirkt. Grunddafurist die
Asymmetrieder ResohenteniberdenUnterbandern.

Bei Enegieng, mit
- o) 1
nGat (sr,l,l) ~ 5
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4.3. Stoérstellenm Azbel-HarperModell

3 T T T T 3 T T T T
o5 U=-1/4 | o5 U=-1/2 |
2F - 2 -
15+ - 15+ -
1k . 1k .
05 - 05 -
I I I I
0 0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
3 T T T T 3 T T T T T
s U=-3/4 | s : Uu=-1 |
2+ . 2+ : .
15 - 15 -
1r . 1r g .
0.5 — 0.5 m\ .
0 I I 0 I : N I
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
3 T T T 3 T T 1 T T
251 U=-3/2 ] 25F : o U=2
2 — 2 5 ! i
1.5+ s 1.5+ ; | i
1 1 ar -
05 I\‘ = 05F [\\ § =
0 I N~ I 0 I o j ™ I
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
3 T T T T T 3 T T T T
25F ; U=-3 _ 25 U=-4 _
2F : . 21 .
1.5 5 . 1.5 1
1r 7 1 - : : 7
0.5 § . 0.5 § § .
0 | el [ i | 0 L _1 L i |
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Abbildung4.18.: Die ZustandsdichteesgestorterAzbel-HarperModellsbeia = % amOrt desFremda-
tomsfir verschieden&torstellenstanU. Der BeitragdesStorstellennieauszur Zustandsdichtést als

d-Peak(gestrichelteingezeichnetDasStorstellennieauistimmervomjeweiligenUnterbandabgespalten,
dieswird hier zumTeil nichtrichtig wiedegegeben.
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4. Storstellerim Kristall

tretenResonanzreausauf. Dieskannin einemUnterbandabernur erfiillt werdenwenn

1 >iidP(s:az)
U 4q de
gilt (siehe(3.60)). Esist alsomoglich, daRin einzelnenUnterbanderrzu gegebenent

Resonanzwmeausauftretenjn andererdageennicht.

4.4. Zwei Storstellen

Im vorherigenAbschnitt habenwir den Einflul3 einer Storstelleauf dasModellsystem
betrachtetNun soll demSystemein weiteresFremdatonhinzugefluigwerden.

Die zwei FremdatomeseienandenOrtenl undm lokalisiert, ihre Storstellenstan sind
U; undUp,. JededieserStorstelleralstsichmit jeweils einemStortermH- undHy, analog
zu (4.1) beschreibenDer Gesamthamiltoniaergibt sichals

H=Ho+H;+Hm

Die Stérungsrechnunim Abschnitt4.1 machtkeinenGebrauchvon der speziellenForm
der Hamilton—Operator$iy desungestorterSystemsodervon der korrespondierenden
ResolentenGy. Lediglichdie EigenschaftedesStortermdH; werderzurVereinfachung
derDyson—Reihggenutzt(4.2). DeshalbbestehtineMdglichkeit, die Stérungsrechnung
mit zwei Fremdatometm Kristallgitter durchzuftihrerdarin,denHamiltonoperatodes
Systemanmit einer Storstelleals ,ungestdrten”Operatorzu betrachterund das System,
analogzur Rechnungin Abschnitt4.1 mit H; bzw. Hy zu stéren. Wie man an den
Rechnungetin 4.1 leicht sieht, ist dasProblemsymmetrischin I und m, wir definieren
deshalln.B.d.A.:

und

G,y seidie zu H - korrespondierend&reensfunktion.
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4.4. Zwei Storstellen

Fuhrtmannundie Stérungsrechnundurch,soerhéltmandie Resohentevon H:

Um

G =Cat CalM g Gytmm Moo

ol>

wobeidie Elementevon G durch(3.6) gegebersind. Fir ein Elementvon G emibt sich
damit: . .
. - Gyr(A, j, MG (A, MK)

. N ol P B ol I )

G()\ujak) _GO| ()\ajvk)—}_uﬁ‘] 1—UmGOr(7\,m, m)

(4.19)

Mit Hilfe dieserGreensfunktiorsollennun die EigenwertedesSystemanit zwei Stor
stellenberechnetverden.Wie Ublich sindalle Enegien,fur welchedie Diagonalelemen-
te von G nicht definiertsind, erlaubteEnegien von H. Um diesezu bestimmenwird
G(A, m,m) zunachstumgeformt:

Gy (A, My mM)?
1—UnGy (A, M, M)
Ggr (A, M M) (1—UpGgr (N, M) +UnG i (A, M, mM)?

1—UnGyr (A, M, M)

G (A, M, M)

1—UnGy (A, M, M)
1
1 .

(Gor()\,m m)) —Up

G ()\, m, m) = GOI-'()\, m, ﬁ‘]) +Um

G(A,m,m) ist nicht definiert,wenngilt:

1. A ist Eigenwertvon Ho, dem HamiltonoperatodesSystemsohneeine Storstelle,
dafur dieseEnegien G nichtdefiniertist.

2. A =¢gm mit
1
GOl"(Em, m, r_ﬁ) = U_m’ (420)

dennhier hatG (A, m m) einenPol.

An denPolenvon G (A, M, m) nimmt G(A,m,m) denWert —U—lm an, die durch (4.10)
gegebenerkigenwertee; vonH ;- sind alsokeineEigenwertevon H.

Zur weiterenBetrachtungoeschrank&nwir unszunachstauf denFall, in demdie beiden
Fremdatomean direkt benachbartessitterplatzen(m = I + (1,0)) entlangder x-Achse
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4. Storstellerim Kristall

liegen. Mit (4.20) sind die isoliertenNiveausdesSystemanmit zwei Fremdatomervoll-
standigbestimmt. Aus denEigenschaftervon G (A, M, m) lassensich eine Reihevon
Aussageniberdie Lésungervon (4.20)treffen:

Der HamiltonoperatodesSystemsnit einerStorstelleH ;- hatfur negative U genauein

Storstellennieaue; unterhalbjedesBande$ (sieheAbschnitt4.1). An der StelleA = &

hat G(A, M m) deshalbeinenPol. Der Wertebereichvon G (A, M, M) unterhalbjedes
Bandesentsprichtdaher] — «, «o[. Die Bedingung(4.20) hatalsounterhalbjedesBandes
mindestenseine Losung ef%), unabhangigdavon, ob ein Magnetfeldangel@t ist oder
nicht.

Die Lage des Stérstellennieaussg) relatv zum ursprunglicherg; 1at sich mit den
Grenzwertervon G (A, M, m) flr A — g abschatzen:

lim Gg(A,mMmm) = —oo und

)\—>8I~70
lim G, (A,Mmm) = oo
)\—>8|'+0 Ol( ) *
Um < 0O liefert eineLosungunterhalbvon g;, Uy, > 0 eineLdsungoberhalbvon g;. Das
StorstellennreaudesSystemsnit einemFremdatonwird alsofur Uy, < 0 abgesenkiiir
Um > 0 angehobenDer BetragdieserVerschielbingwachstmit |Up|.

Der Grenzwertder Zustandsdichte (€, M) zu H ;- anderBandkantemit der Enegie &
wird in AnhangC berechne{Gleichung(C.9))als:

2
€
lim p-(e,M) =po | 1—-X ). 4.21
Am Por(e, M) p°< 16) (4.21)
DasVerhaltervon G (A, m M) anderUnterkantedesjeweiligenBandeshangtdavonab,
ob ein Magnetfeldangelgt ist odernicht. Im FolgendenrsollenbeideSzenariergenauer
beschriebemverden:

Im Tight-Binding—Modelist |ex| = 4, alsop(€, M) = 0. Mit (3.15)folgt darausdaldie
ResolentedesTight-Binding—Hamiltoniansi®, G (A, m, M) fur A — & denendlichen
Grenzwert
= lim G'-(\,m,m
Yu )\mkG or(A, M m)

1Als ,Band” wird hier sovohl dasTight-Binding—Bandalsauchein magnetischebinterbandezeichnet.
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4.4. Zwei Storstellen

8 6 4 -2 0 2 4 6 8 8 6 4 2 0 2 4 6 8

Abbildung 4.19.: Die vier Falle bei zwei Fremdatomerim Kristall (a = 0). Angetragenist jeweils
Gtor()\,r'ﬁ, m) gegendie Enegie A. Fur alle Abbildungenwurde U = —4 gewahlt. Die Schnittpunkte

von Gtor()\,m, m) mit dergestrichelterLinie Ui ergebendie Storstellennieaus.
m
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4. Storstellerim Kristall

anderUnterkantedesBandesannimmt.Entsprechendeiy, der Grenzweriander Ober
kante. Wegen (3.15) hangensowohl y,, als auchy,, von U; ab, ihre Betragesind im
Allgemeinennicht gleich. Damit sindim Fall ohneMagnetfeldfolgendeSzenarierzu
unterscheide(seio.B.d.AU; < 0):

1. FurUg < 0 hat(4.20)

. genaueineLt')sungsg) unterhalbdesBandeswennu—lm < Yu gilt.

e genawzwei Lbsunger}:g) undeg) unterhalbdesBandedUr U—lm > Vu.
2.Uy>0 IiefertgenaueineLbsungsg) von (4.20)unterhalbdesBandesund zusatz-
lich ein aéf) oberhalbdesBandesfalls U—lm < Yo Qilt.

Die vier verschiedeneRallewerdenin Abbildung4.19damgestellt.

Im Fall einesangelgtenMagnetfeldegilt fir die Kantenallermagnetischetynterbander
|ek| < 4, der Wert von p(gx, M) (4.21)ist alsoimmer endlich, G%;(A, M, M) divergiert
wegen(3.15)anjederBandkante Damit sind hier nur zwei Falle zu unterscheiden:

1. FurnegatveUy < 0 hat(4.20)genawweiLosungerunterhalgjedesmagnetischen
Unterbandegf%) undsr(é). Dabeiliegt 55?? enegetischtiefer als dasStorstellenni-
veaudesSystemsnit einemFremdatong:, undsg) zwischerg; undderUnterkante

desjeweiligenmagnetischetUnterbandegsieheAbbildung4.20).

2. Uy, > 0 liefert genaueine Lbsungsr(%) unterhalbjedesmagnetischetunterbandes,
die gegenubere; angehoberist. Zusatzlichtritt ein Stbrstellennieausg) oberhalb
jedesUnterbandeswuf.

Zwei Storstellenliefern alsoim Azbel-HarperModell zu gegebenen immer genau
2q Storstellennreausfalls die g Unterbandenicht entartetsind. EntarteteUnterbander
reduziererdie Zahl der Storstellennreaus.Analog zum Systemmit einer Storstellehat
(4.20)keineLdsungzwischenUnterbandermlie sichberihren.

Durch dasEinfligeneinesFremdatomsn dasKristallgitter am Gitterplatzl entstehtein
Storstellennieaug; an jedemmagnetischetnterband. Bildlich gesprocherspaltete;
durchHinzuflgeneineszweitenFremdatomgjleichenTypsin die zwei Storstellennraus
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4.4. Zwei Storstellen

-5 -4 -3 -2 -1 0
A

Abbildung4.20.: Bestimmungler Storstellennieausbei zwei Storstelleim System(a = % nur ein Aus-
schnitt des Spektrums):Die Stérstellensind an benachbarteiGitterpunktenlokalisiert und gleich stark
Ur = Um = —2. Angetragerist G%;(A, M, M) in Abhangigleit von A. Die Niveauswerdenmit Gleichung
(4.20)bestimmt.

05 — — — — — —

Abbildung4.21.:Wie Abbildung4.20jedochU; = —2 undU; = 2
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A 0.9
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d

Abbildung 4.22.: Die Aufspaltungder StorstellennieausA bei zwei Fremdatomerim Azbel-Harper
Modellzua = % mit Uy = Uy, = —2in Abhangigleitvom Abstandder Storstellerd = |r— m|. Der Abstand
istin Gitterkonstanteranggeben Die NiveaudiegenunterhalbdesUnterbandspektrum&) bzw. in einer
Bandlicle (b).

sl(%) und sg) auf. Dabeiliegt 5%) enegetischunterhalbund sg) oberhalbdesurspriing-

lichen Niveausg;. Die AufspaltungA = EE??) - eg) nimmt mit wachsendenfl — m| im
Mittel ab,wie in Abbildung4.22dagestellt.

Ein ahnlichesVerhaltenfindet sichin der Molekulphysik. Setztmanbeispielsweisein
H» Molekil auszweiWasserstdhtomernzusammensospaltendie Wasserstdorbitalein
einbindendesindein antibindendes/lolekilorbitalauf. Mit zunehmendembstandder
beidenWasserstdatomenimmt dieseAufspaltungah

Mit der beschriebeneNorgehensweisdil3t sich der Einfluf3 vieler Storstellenauf das
Spektrumdes Gesamthamiltonianabschéatzen.Fligt man dem Systemmit zwei Stor

stellensukzessie weitereFremdatoméiinzu,sowerdendie einzelnerStorstellennreaus
immerweiter aufspalten.N Fremdatomdihrenso zu N isoliertenStorstellennieausin

jederBandliicle zwischenzwei magnetischeftunterbandern Gehtmanvon einerstati-
stischenVerteilungder Storstellenstamn aus,so ist anzunehmengalsich die Storstel-
lenniveausn jederUnterbandliick anndherndjleichméafigverteilen.Im Spektrumodsen
sichdannmit wachsendeEnegie magnetisch&nterb&dndemit Bereichemab, in denen
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4.4. Zwei Storstellen

viele isolierteNiveaudiegen.Die Wellenfunktionerzu denisoliertenStorstellersindlo-
kalisiert,undtragendamitnicht zur Leitfahigkeit desSystemdei. Die Wellefunktionen
zudenZustandenn denmagnetischetnterbanderrsind dagegennicht lokalisiert. Ei-
ne derartigeAnordnungvon BandernundisoliertenEnegieniveauswird als allgemeine
Grundwraussetzuniir dasAuftretendesganzzahligerQuanten—Hall-E&kts gesehen
[Jan].
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5. Zusammenfassung

In denvorangehendeAbschnittendieserArbeit wurdenachder HerleitungdesModell-
systemdie zur Azbel-HarperGleichungkorrespondierend€&reensfunktiorberechnet.
Setztman dasHofstadtersch&purpolynomals bekanntvoraus,so lassensich mit dem
hier entwickelten Ansatzzumindestdie Diagonalelementend die Elementeder ersten
NebendiagonaledieserResohentenanalytischberechnenAndereAnsatze(z.B. [Uet])
erlauberesnicht, die analytischeRechnungsoweit zu treiben,wie derhier verwendete.

Wesentliché&igenschaftederGreensfunktionbeispielsweisér VerhalterandenBand-
kanten konntendamitrigorosbewiesenwerden.Der Realteilder Diagonalelementder
Greensfunktiordivergiert an den Kantender magnetischetnterbander Der Imaginar

teil derResolhenteniberdemSpektrunzeigtdasfir zweidimensional&ystemeaypische
Verhalten.Die darausabgeleiteteZustandsdichtélir Blochelektronenm Magnetfeldist

identischzu bekannterBerechnungefiwal].

Ein Vegleichmit derRechnunghneMagnetfeldzeigt,dal’die Greensfunktioreszwei-
dimensionalemight—Binding—Modellsm Grenzall einesverschwindendeMagnetfel-
deskonsistentausder hier berechneteiResohentendesalmost—Mathieu—Operatolrer

vorgeht.

In der anschlieRendeBerechnungles Stdrstellen—Hekts mit Hilfe dieserErgebnisse
konnteder Einflul3 einesFremdatomsuf dasHofstadterSpektrumbestimmtwerden:

e AnalogzudemeinenStdrstellennieaudesTight—Binding—Bandesitt im gestor
ten Azbel-HarperModell genauein isolierter Eigenwertan jedemnicht entarte-
ten magnetischetnterbandauf. Die lonisierungsengjie desStorstellennieaus
wachstmit demBetragder Storstellenstank
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5. Zusammerdssung

¢ Die Eigenfunktionerzu diesensoliertenEigenwertersindlokalisiert,allerdingsist
dieseLokalisierungnicht sostarkausgepraguie im Fall ohneMagnetfeld.

e Zumindesteine physikalischeGrof3e,die lonisierungsengie desunterstenStor
stellennveausgehtim Grenzall einesverschwindendeMagnetfeldekontinuier
lich in die AbspaltungdesTight—Binding—Nveaudibet

e Die lonisierungsengjie einesStorstellennreausn einerLicke zwischerzweima-
gnetischerUnterbanderrangteinerseitsszon der Lageim Spektrum andererseits
vonderBreitederjeweiligenUnterbandliick ah

e EineBetrachtungleraufdie Breite der Bandliicle normiertenlonisierungsengie
fuhrtzueinersehrinteressantekigenschaftler Stérstellennieaus Die Niveauszu
starken Storstellenm RandbereicldesSpektrumskénnenihre physikalischerki-
genschafte@ndern:Donatornveausverdenzu Akzeptornveausundumgelehrt.

e Das SpektrumdesgestortenSystemsist in @hnlicherWeisewie der Hofstadter
Schmetterlingselbstahnlich.

e Die ZustandsdichtelesgestortenSystemswird von dem Gitterplatz,an demsie
bestimmtwird, abhéangig. Am Ort der Storstellewird sie soweit verandert,dafd
siedie fur zweidimensional&ystemecharakteristischekigenschaftemicht mehr
zeigt. Jeweiter mansich vom Gitterplatzder Storstelleentfernt,destoschwacher
wird derEinflud desFremdatoms.

FugtmandemSystemein weiteresFremdatonhinzu, so zeigtsich,dal3unabhangigon
der Storstellenstamk beider Atome immer zwei Storstellennieausauftreten. Das eine
Storstellennieaudeseinfach gestorterSystemsspaltetsozusagein zwei Niveausauf,
wobeidaseine gegenuberdemursprunglicherNiveauabgesenktvird, dasanderewird
angehoben DiesesVerhaltenerinnertan die Aufspaltungvon Wasserstdbrbitalen bei
derBildung von H, in bindendeund antibindendeustandeDie Aufspaltungnimmtmit
demAbstandder Fremdatomem Kristallgitter, zumindesim Mittel, ah

In diesemPunktunterscheidesich dasSystemmit angelgtem Magnetfeldvom reinen
Tight—-Binding—Modell. Hier hangtdie Zahl der Storstellennieausvon den einzelnen
StarlenderbeidenStorstellerah
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GetreudemphysikalischerMotto ,eins, zwei, unendlich”konntedasVerhaltendesSy-
stemsbeibeliebigvielen Storstellermit stochastischrerteiltenStarkenzumindesplausi-
bel gemachtwerden.Esemibt sichein Spektrumin demsich BereicheisolierterEigen-
wertemit BandermrabwechselnMit derLokalisierungderEigenzustandeu denStorstel-
lenniveausergibt sichdamitein Szenariowie eshéaufigzur Erklarungdesganzzahligen
Quanten—Hall-BEktsherangezogewird.

EineexakteBerechnungler statistischerGreensfunktiorsteht,wie eineBerechnungler
Leitfahigkeit desgestorterSystemsnochaus. Letzteregestaltetsich wegender nur an
StutzstellerdefiniertenGreensfunktiorals sehrschwierig.

Zu erwahnerbleibt noch, dafalle ErgebnissedieserArbeit ausschlielicrausden Ei-
genschaftederAzbel-HarperGleichungunddesdaraugesultierendeiofstadterschen
Spurpolynomsabgeleitetvurden. Sie geltenalsofur alle Naherungendie auf eineGlei-
chungvon der Form der Azbel-HarperGleichungfihren.
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A. Zur Gleic hheit der Elemente in einer

Diagonalen

DiesesKapitel ist eineErganzungzu denAusfihrungenn Abschnitt3.2.2: Die Auswir-
kungeinerzyklischenVertauschunglerc; in H? aufdie AdjunktenA j von (H2—A) wird
genaueuntersucht.

DabeiseiA j dieAdjunktezu (H2—\) undA ; dieAdjunktezu (H' —A), wie in Anschnitt
3.2.2definiert,also

Zunéachsuilt fur die AdjunktenA; ; zu denDiagonalelementewon (H2— A):

Aji=AN_1i1 (1<i<o). (A.1)

Beweis:

Seizunédchs? < i < q. Streichtmanaus(H — A) die i—teZeile unddie j—te Spalte bzw.
aus(H’ —A) die (i — 1)-te Zeile unddie (j — 1)—te Spalte,so ergebensich Adjunkte der
Gestalt

by 10 --- 0Oe e
1 0
0 X :

Ai.: -/_ i =
! - X A| 1,| 1 O
0 1
e e0 --- 01b
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A. Zur Gleichheitder Elementean einerDiagonalen

Dabeiist X einegemeinsam&ubmatrixder GroRe(q— 2 x q— 2):
b 1
1 -
.1
1 b_; O
0 by 1
1
1

\ T 1 b

Gehtmannun analogzum Beweis von (3.43) vor und entwickelt A; j zunachsnachder
erstenZeile und dannnachder letztenSpalte bzw. A|_;; ; nachderletztenSpalteund
dannnachder letztenZeile, soerhaltmanfur Ajj undA{_;; ; mitee=1:

A = bylX| =X = X3+ (D) NEXTH +elX] o)) (A2)
A_giq = bulX| = [XE = X2+ (D)% EXT +elXd o) = A (A3)

Die Notationvon X wurdeausAbschnitt3.2.2ibernommenDabeiist \Xf’2| die Deter

minanteeinerunterenDreiecksmatrixdie in der Diagonalerein Elementmit demWert
0 enthalt.Sieist deshalkgleich 0. Ebensdst [ X3 ,| = 0. Also gilt:

A = by|X| = X3 = X3 2. (A.4)

Furi = 2 habendie Adjunktendie Gestalt

b 00 --- Oe 0
0 0
0 X :

A= 1i-1=
! - X A| 1,| 1 O
0 1
e 00 --- 01bg
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mit

bs 1 O \
(1'-.

X=10
: 101
\o---o 1 by )

NachEntwicklungder Determinantemachder erstenZeile und der erstenSpalte,bzw.
nachderletztenSpalteunddererstenZeile folgt:

Ai,i = bl‘x‘_eé[x(?__zza
A 1iq = biX|— X2,

Mit ee = 1 emibt sichdaraus:

Ai=A_1i 1.

Der Beweis von Aqq = A 1 4 4 ist analogdurchzufiihren.Ay 1 = Ay 4 zu beweisenist
trivial, denndie beidenAdjunktenhabenexakt die gleicheGestalt.

Esqilt alsofur allei:

Aii(v) = Ail—l,i—l(v) =A_1i-1(V),

wobeii modulog zu nehmenst.
Analogwird fur die AdjunktendererstenNebendiagonaleon (H2— A) vorgegangen:
Behauptung:

Ajivi=A_1;  (2<i<g-1). (A.5)
Beweis:

Seizunachs® < i < g— 1. DasVorgehenentsprichtdembeim Beweis von (A.1): In
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A. Zur Gleichheitder Elementean einerDiagonalen

Abhéangigleit von dergemeinsame8ubmatrix

(bg 1
1 "
1
1 b_ 1
X= 0O 1 1
Obi+2 1
1
. .1
\ 1 by

werdendie Determinanterntwickelt. AnalogzumBeweisvon (A.1) ergibt sich:

Ajrr = brX| =X = X Z]+ (D) %EX? + X 4,
A g = balX| = X3 = XS]+ (—1)NEXT?] +elXg )

Dabeiist Xf_z die DeterminantesinerunterenDreiecksmatrixdie in der Diagonalemur
Elementevom Wert 1 enthdlt,sie ist deshalbgleich 1. Dagegenist |X(}72| die Determi-
nanteeinerobereDreiecksmatrixnit zweiDiagonalelementemomWert 0, sieist deshalb
gleichO. Esqilt also:

A = bolX| =X — X2+ (-1)%Ix{ ), (A.6)
L= balX| = X = (X2 + (— )X 2] = A (A7)
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Furi = 2qilt:

Die AdjunktenhabenfolgendeGestalt:

b110 --- Oe 0

0 0

0 X :

Aijr1= 1= '
I+ 5 X AI 1 0
1

e e0 --- 01b

Darausfolgt:

Airr = balX|+(=1)%eXT ) + (—1)%(
= bofX|— X3+ (-1)%

Ay = byX|[—(~ q—lewqu ol — X3
= b[X]|- |X§I |+ (=1)%:

AnaloglaRtsichAq 2q-1=A; 34 , beweisen.

Damitgilt
Aipa(v) = A_1;(v) = A_1i(V).

Behauptung:

1)%egx 7|

Aj=A_1j1 (2<i<j<0).
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A. Zur Gleichheitder Elementean einerDiagonalen

Beweis:

Fur2<i<j<g—(i—j)—1habenA ; undA{_l,j_1 die gemeinsam&ubmatrix

by 1 \
1 .
1 b_1 1
0 1 by 1
0 1
X = o1
0 1 b1 O
0 1 1
0 bjy1 1
1  bjp
o1
\ sy

Die Adjunktenemebensichdamitzu

Ay = brX| = [XF = X Z]+ (~D)AEX +elXd 4, (A.8)
A_1ja = bilX| = X2 = X2+ (~D)UEX] +elXi ) = Ay (A9)

qu_z ist eine obereDreiecksmatrixdie in der Diagonalen|i — j| + 1 mal die O enthalt,
deshallist |X(}_2| gleichO. Esgilt also:

—2 _2
A=A 1 1= bafX| = [X{] = X 5]+ (—1)%ex ).
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Firi=2< j <q-(j—1)—1habendie Adjunktendie Gestalt

b1 10 --- Oe 0
0 0
0 X :
A= . X ; ALj1= 0
0 1
e e0 01b;

Mit dergemeinsame®ubmatrix
( 1 by 1 \

1 bj> 1

1 bj_
X= 1 1
bjy1 1
1 -

\ T

Die EntwicklungderAdjunktenfuhrt zu demErgebnis:

Aoj = bilX|- eax;* —1)%]IX{?),
Avjia = bilX[= X3 qaxq “ =g

AnaloglatsichzeigendalBAiq = A , ;. Esgilt alsofirallel <i<j<q
AV =A 1) 1(V) =A i1 (V).

Wegender Symmetrievon G (3.46) sind die angefihrterBeweiseauchfir alle 1 < j <
i < qglltig. Esgilt alsofir allei, j(1<i<q,1< j,q)

ALj(V) = Ay i1 (V) = Agj—a(V).
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A. Zur Gleichheitder Elementean einerDiagonalen
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B. Die Greensfunktion fur groRe || —m)|

Die Elementeder Greensfunktiozum Azbel-HarperHamiltonianH2 werdenmit (3.32)
berechnet

k= —TI—TT

Damit erhaltman G#(A,m,1) fur alle | und m, die in einer Periodedes magnetischen
Ubemitters mit || —m| < q liegen. Eine mogliche Fortsetzungder Greensfunktiorfir
|l —m| > g kannmit Hilfe desFloguet—-Theorem@.29)konstruiertwerden esgilt

Om+hg = eihqw‘]ma (B.2)

dabeiist h derganzzahligeAnteil von @

DurchEinsetzenvon (B.2) in (B.1) kannG? auchfir || — m| > g berechnetwerden

1 77 A (TRYIeX(TRY)
hou 5 It /51
AmD) 41'[2//el z A —ex(K,V) dpa,

mit my = mmodg.
Fur|l —m| < g ist dieseForm von G2 mit derbisherigenidentisch.Zudemist sieentlang
einerKristallachsegleichder GreensfunktioniberdemgesamterKristallgitter G€ (3.29).

Mit (3.36)kannG? auchausgedriickiverdenals

21 211

’ A,
G\ ad) = 2//éhqu " jduch. (B.3)

’ 7

Die Integrationsgrenzedurfenwegender Periodizitatder A m, (sieheAbschnitt3.2.2)
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B. Die Greensfunktiorfir gro3e/l —m|

verschobenverden.

Firm=1|+hqg (mit 0.B.d.A.h > 0) ist A, in (B.3) gleich A ;. Dieseshangtwegen
(A.4) nichtvonp ah Somitkanndasdp—Integralin (B.3) als

— _f/ hqu;
—fCOS(qu)

B coghyf) sin(hy) Y
T /1—fcos(u H+| /1—fcos(u (B4)

mit )
= P(A\) —2coqqv) (85

dagestelltwerden.

Die beidenintegralein (B.4) sindin [Gra] zu finden. Der Imaginarteilverschwindetder

Realteilergibt
h
_/1_¢2
__om (1 V1 f>. (.6

1— f2 f

Liegt A auRerhalldesSpektrumgilt |P(A)| > 4. Fur positve P(A) gilt dann0 < f < 1
unddeshalb
— /11— f2
0 1VISE 7

Mit demLogarithmusvon|

Inl = 4+ cong.

1—/1-f2
= hin —
lantsichdie h—Abhangigleit von | leichtangebenWegen(B.7) gilt
| ~e N, (B.8)

Um G? zu berechnenist A | - | nochiiberv zuintegrieren,esist zumindesnhaheligend,
daRdie e""—Abhéngigleit nachdieserintegrationerhalterbleibt. NumerischeRechnun-
genbestatigerdieseVermutung.
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C. Die Zustandsdic hte des Systems mit

einem Fremdatom

Die Zustandsdichtan zweidimensionaleModell mit einemFremdatomam Gitterplatz
I'ist mit (3.5) und(4.9) gegebendurch

pm) = —0{G¢(emm}

- —%D{Gg(s,mmwu

Gg (e,mNGE (g, T, M)
1-UGH (D) |7

Dabeiist Gg die GreensfunktiorzumHamiltonoperatodesungestorterBystemdHy.

Go(A) ist fur alle A, die keineEigenwertevon Hg sind, reell (siehe[Mor]) fur dasTight—
Binding—Modellbzw. (3.45) fir das Azbel-HarperModell) und symmetrisch(3.46).
Deshalbgilt

Go(A, T, M) = Go(A, m,I).

Die GreensfunktiorGJ (€) iberdemSpektrumvonH ist durchdenGrenzwert
G¢ () = lim Go(e +is)
s-0
definiert.
Wie manleicht sieht,gilt die Symmetrig(3.46)auchiberdemBand:

Ga—(sal_;m) = Ga_(sa man
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C. Die ZustandsdichtdesSystemsnit einemFremdatom

Mit
Go(g,l,1) = Go(g, M, m)

folgt sofort
G4 (&,1\1) = G§ (e, mm).

Definierenwir

1) = a+ib,
G¢ (g, I,m) = c+id,

a,b,c,d € R, soemibt sichdie ZustandsdichtdesgestorterSystemsals

1 . (c+id)?
m = —=0 —
p(m) Tt {<a+lb)+U1—U(a+|b)}
__b—2Uab+U?a?b+U?p®+2Ucd - 2U%cda+U?hc® — Ubd? c.1)
B m(1—2Ua+U2a2+U2?) T
Am Ort der Storstellem = T gilt
cC = a
d = b
Eingesetzin (C.1) ergibt die Zustandsdichtam Ort der Stérstelle:
= 1 b Po
p(sa ): e 2.2 2h2 .2 (C.2)
nl-2Ua+U<a+Ub 1—UG§(8,I,T)‘
An einerBandkantemit € = g habena undb die Grenzwerte
lima = =oo, (C.3)
E—EK
limb = by (C.4)
E—EK
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Darausfolgt der Grenzwerwvon p(s, 1) anderBandkante:

Ilmp (e,1) = 0. (C.5)

Im ZentrumdesBandegP(g;) = 0) hatdie Zustandsdichtdesungestortersystemsine
Singularitat. Der Grenzwertvon p(s,r) fir € — €, im gestortenSystemergibt sich mit
denGrenzwerten

ima = a, (C.6)
E—EK
Iimb = oo (C.7)
E—EK

als
8I|_r)r:1‘:zp(e,l) =0. (C.8)

Die Singularitdim ZentrumdesBandesverschwindetlamit.

Einen Gitterplatznebender Storstellein x—Richtung,m =T + (1,0), gilt wegen (3.73)

bzw. (3.10): L

Go(A,T,m) = ()\Go()\ ) 1)

4
unddeshalb 1
Fle T = +e T _
Go(s,l,ﬁﬁ)_4(sGo(s,l,D 1),
also
1
c = 21()\a—l),
1
d = 21)\b.

Durcheinsetzenn (C.1) erhaltman

b(-16+320a— 16U%a% — 16U2b? — 2Ug%a+U?%%a? + 2Ue +U%b%e? —U?)

p(e, M) = 16n(1— 2Ua+U2a2 + U2p?)

Mit denGrenzwerter{C.3)und(C.4)folgt der Grenzwertvon p(g, M) anderBandkante:

lim p(e,m) = —bk< i'é) (C.9)

E—EK
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C. Die ZustandsdichtdesSystemsnit einemFremdatom

Im Zentrumdes Bandese = g, mit P(¢;) = 0 hat die Zustandsdichtelesungestorten
Systemgg eineSingularitat.DieseEigenschafbleibtim gestorterSystemerhalten Die
Zustandsdichtam Gitterplatznebender Storstellem, p(e, M), divemiert:

lim p(e,M) = oo. (C.10)

E—Ek

108



D. Verwendete Bezeichnungen

Um dasLesendieserArbeit zu erleichternsind hier die haufigverwendeteBezeichnun-
genundihre Bedeutungkurz aufgefihrt.

M|
Aij

Ae

€k
&
€s
&2

gj
G:I:

G2
Ge
Gt
Ha

Mit einerMatrix M bezeichnetlie Determinante.

Die KlassischeAdjunktevon (A — H?), die Determinanteler Matrix, die aus
(A —H?) durchStreicherderi—tenZeile undder j—tenSpalteentstehtmulti-
pliziert mit (—1)'*.

Die Zahl der magnetischerFluRquantenpro Elementarzelleim Azbel-
Harper~Modell (2.24). Wird meistalsrationalmit a = g (PEZ,q€eZ p,q
teilerfremd)angenommei2.28).

2cog2mi — nu) (2.30).

Die lonisierungsengjie einesStorstellennreaus.

Ein Eigenwertdesjeweils betrachtetersystems.

Eine Bandkantadesjeweils betrachteteibystems.

Die Enegie einesResonanznieaus.

Ein Storstellennreau.

DasZentrumeinesBandeshier hatdasBandim ungestorteriall eineVan—
Hove-Singularitatesgilt P(g;) = 0.

Der WertderEigenfunktionzu H2 ander Stiitzstellej.

Die GreensfunktioniberdemkontinuierlichenSpektrumvon H, definiertals
G*(g) = lims_oG(e+is).

Die GreensfunktiorzumAzbel-HarperHamiltonianH?.,

Die Greensfunktiorzu H®.

Die Greensfunktiorzum Tight—Binding—HamiltoniarH!.

Der Azbel-HarperHamiltonian(2.30).
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D. Verwendetdezeichnungen

He

110

Der effektive Hamiltonianfir Bloch—Elektronenm Magnetfeld(2.23). Er ist
im Unterschiedzu H2 iberdemgesamterQuadratgittedefiniert.

Der Tight—Binding—Hamiltoniann Einbandnaherun(.12).
Dasvollstandigeelliptischelntegral ersterArt.
Daskomplementarollstandigeelliptischelntegral ersterArt.
EineEnegiein EinheitenderskaliertenEnegie.

Die Bloch—Phase&esElektronsin y—Richtung(2.25).

Die Floguet—PhasdesElektronsin x—Richtung(2.29).

DerZahlervona = g.

DasHofstadtersch&purpolynom(2.33). Eswird berechneals |A — H3| mit
V=U= .

P(A) —2co9qgu) — 2coqqv) (2.34).

DerNennervona = q

Die Zustandsdichtdesjeweils betrachteteiBystems.

Die Starle einer Storstelle,d.h. die AbweichungdesPotentialsdesFremd-
atomsvon demderrestlichenGitteratome(sieheAbbildung4.1).

Der Wert der Eigenfunktionvon H® ander Stitzstellg(i, j).
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